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Prefácio 


Este livro surgiu a partir de notas de aula utilizadas nos últimos 4 anos num 
curso introdutório de Teoria dos Números que ministramos na Unicamp. 

O estudo das propriedades dos números inteiros positivos é o objetivo cen- 
tral da Teoria dos Números. São três os principais ramos em que se divide a 
Teoria dos Números: Teoria Elementar, Teoria Analítica e Teoria Algébrica. 
Neste livro nos limitamos à parte elementar, onde apresentamos resultados 
básicos, não apenas para o estudo das partes Analítica e Algébrica, como 
também, para os demais ramos da matemática, 

Introduzimos os conceitos através de um significativo número de exemplos 
procurando, desta forma, motivar o leitor antes deste ter contato com de- 
monstrações formais. Vale mencionar aqui que, em Teoria dos Números, esta 
tarefa não é difícil, pois é grande o número de problemas interessantes que não 
requerem ferramentas sofisticadas para a sua compreensão. 

Fornecemos, a seguir, uma breve descrição de cada capítulo. 

No Capítulo 1, estudamos propriedades elementares sobre divisibilidade no 
conjunto dos inteiros, sendo o Algoritmo da Divisão (Teorema 1.2) o resul- 
tado mais importante. Duas das várias provas da infinitude dos primos são 
fornecidas. 

No Capítulo 2, introduzimos o importantíssimo conceito de congruência 
onde a contribuição de Gauss foi fundamental. Teoremas de Euler, Format 
e Wilson são apresentados, não deixando de discutir o chamado Teorema do 
Resto Chinês. 

O Princípio da Casa dos Pombos, apresentado no Capítulo 3, nem sempre 
é encontrado em textos introdutórios como este. Nosso objetivo, ao fazer isto, 
foi o de apresentar alguns aspectos combinatórios relacionados com “Teoria dos 
Números. Demonstrações combinatórias para o Pequeno Teorema de Fermat 
e para o Teorema de Wilson são apresentadas neste Capítulo 

No Capítulo 4, introduzimos algumas importantes funções aritméticas e 
relações entre elas. Além de uma caracterização des números perfeitos pa- 
res dada por Euclides e Eulcr, introduzimos a importantíssima sequência dos 


Números de Fibonacci. 

No estudo de Resíduos Quadráticos, feito no Capítulo 5, introduzimos o 
Símbolo de Legendre que nos permite obter informações sobre a existência ou 
não de soluções para a congruência x? = afmodp). Nisto também contribui 
ram, de forma fundamental, Euler c Gauss. Apresentamos uma das várias 
demonstrações existentes da chamada Lei de Reciprocidade Quadrática de 
Gauss. 

Uma completa caracterização dos números que possuem raízes primitivas 
é dada no Capítulo 6. 

No Capítulo 7, fornecemos alguns resultados clássicos sobre a representação 
de inteiros como soma de quadrados. 

Frações contínuas, objeto de estudo no Capítulo 8, é uma vasta área em 
Teoria dos Números, da qual apresentamos apenas alguns importantes resul- 
tados dentre os quais destacamos a obtenção de aproximações de irracionais 
por racionais. 

O conceito de Partições de um inteiro, onde Euler contribuiu de maneira 
fundamental, é introduzido no Capítulo 9. Fornecemos, neste capítulo, uma 
demonstração combinatória para o Teorema dos Números Pentagonais de Eu- 
ler. 

À equivalência entre as Primeira c Segunda formas do Princípio da Indução 
Finita e o Princípio da Boa Ordem é dada no Apêndice A. No Apêndice B, 
apresentamos mais duas provas da infinitude dos primos. Um interessante re- 
sultado sobre a distribuição dos primos, O Postulado de Bertrand, é fornecido 
no Apêndice C. 

Ao colega Paulo Mondek, pelos erros apontados e valiosas sugestões dadas, 
meus sinceros agradecimentos. Agradeço, também, aos vários alunos que utili- 
zaram estas notas nos últimos semestres destacando, pelas inúmeras sugestões, 
Augusto Cesar Ponce e Eduardo Bovo. 

Finalmente, pelo excelente trabalho de digitação, agradeço a Flávio Rodri- 
gues de Andrade. 


Campinas, 20 de agosto de 1998. 
José Plínio de Oliveira Santos 
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Capítulo 1 


Divisibilidade 


Neste capítulo são apresentados vários resultados básicos de extrema impor- 
tância. O Teorema 1.2, sobre a existência e unicidade do quociente e do resto 
na divisão de inteiros, c o Teorema Fundamental da Aritmética (Teorema 1.9), 
sobre a unicidade da representação de um inteiro como produto de potências 
de primos, são os mais importantes. 

Uma das várias provas da existência de infinitos primos é apresentada no 
Teorema 1.12. 


1,1 Indução 


Iniciamos este capítulo com a discussão de uma indispensável ferramenta na 
demonstração de muitos teoremas: o Princípio da Indução Pinita, Enun- 
ciamos, abaixo, duas formas deste princípio e, também, o Princípio da Boa 


Ordem. 
Ao. Princípio da Boa Ordem (PBO) 


Todo conjunto não-vazio de inteiros positivos contém um elemento mínimo. 


Ay. Primeira forma do Princípio de Indução Finita 


Seja B um subconjunto dos inteiros positivos. Se B possui as duas seguintes 
propriedades 


()ieB 
(11) k+1 € B sempre que ke B 


então B contém todos os inteiros positivos. 
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Az. Segunda forma do Princípio de Indução Finita 


Seja B um subconjunto dos inteiros positivos. Se B possui as duas seguintes 
propriedades 

()1eB 

(i)k+1€ B sempre que 1,2,...kKk€B 
então B contém todos os inteiros positivos. 

Com a finalidade de demonstrarmos o Princípio de Indução Finita nós 
assumimos o Princípio da Boa Ordem como um postulado. Na realidade, 
como Às, A1 e Az são equivalentes (veja Apêndice À para uma demonstração), 
poderíamos ter assumido, indiferentemente A, ou Az como tal. Vamos, pois, 
demonstrar Ay tendo como hipótese o Princípio da Boa Ordem. 

Descjamos provar que se B é um subconjunto dos inteiros positivos, pos- 
suindo as propriedades (1) e (ii), então B, necessariamente, contém todos os 
inteiros positivos. A prova que apresentamos é por contradição. Vamos supor 
que, mesmo possuindo as propriedades (1) e (ii) B não contenha todos os intei- 
ros positivos. Seja À o conjunto dos inteiros positivos não contidos em B. Pelo 
PBO, A possui um menor clemento e este é maior do que 1 pois 1 € B. Seja 
ao este elemento. É claro que ao — 1 pertence a B e como B satisfaz (ii) então 
o sucessor de ag — 1, que é ao, também deve pertencer a B. Esta contradição 
nos leva a concluir que À tem que ser vazio, o que conclui a demonstração. O 


Exemplo 1.1 Mostre que 


tTexede paris 


Devemos mostrar que para n = 1 a expressão acima é verdadeira, isto é, 


2. *—] 


0 
x =1 = 


Assumimos, agora, a validade da mesma para n—1 e utilizando isto mostramos 
que a expressão também se verifica para n. Logo temos: 


m n>1 
Eee 
i=0 i=0 


Nexe pa pm 
SESI qu et amil 


u 


x—1 x—1 Cx 


Desta forma a condição (ii) está verificada e, pelo Princípio de Indução 
Finita, podemos concluir a validade desta fórmula para todo inteiro positivo. 


4.2. DIVISIBILIDADE a 


1.2 Divisibilidade 


Definição 1.1 Se a e b são inteiros, dizemos que a divide b, denotando por alb, 
se existir um inteiro c tal que b = ac. 
Se a não divide b escrevemos afb. 


Proposição 1.1 Se a,b e c são inteiros, alb e ble, então ale. 


Demonstração: Como alb e bic, existem inteiros k e kz com b = ka e 
c = kgb. Substituindo o valor de b na equação c — kob teremos c = kzkja o 
que implica alc. [nm] 


Exemplo 1.2 Como 3/12 c 12/48, então 3/48 Como não existe inteiro c satisfa- 
zendo 15 =4-c, então 4/15. 


Proposição 1.2 Se a,b,c;m en são inteiros, cla e clo então cilma + nb). 


Demonstração: Se cla c clb então a = kyc e b = kzc. Multiplicando-se estas 
duas equações respectivamente por m e n teremos ma = mkyc e nb=nkzc. 
Somando-se membro a membro obtemos ma + nb = (mky + nkzJc, o que nos 
diz que cl(ma + nb) [m) 


Exemplo 1.3: Como 3/15 e 3/42, então 3/(8 x 15 —7 x 42). 
Teorema 1.1 A divisão tem as seguintes propriedades: 

(1) nin 

(ii) dn => adlan 

(ii) adjan ca Zoo > dm 

(iv) Tm 

(v) njo 

(vi) dnen£o > ldl< mi 

(vii) dmend > |dj=n 
(vii) dned O > (n/d)n. 

Demonstração: (i) Como n = 1 -n segue da definição que nn, inclusive para 
n=0. (ii) Sc dln então n = cd para algum inteiro c. Logo an = cad o que 
conclui a demonstração. 


Demonstramos, agora, (viii). Se djn então n = kid e portanto n/d é um 
inteiro. Como (n/d) -d = m segue da definição que (n/d)n. Os demais 
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itens também são consequência imediata da definição e serão deixados como 
exercício. [mm 

Antes de introduzirmos o algoritmo da divisão (ele aparece no livro VII 
dos “Elementos” de Euclides, escrito por volta do ano 300 a.C.), cnunciamos 
o chamado Teorema de Eudoxius*: Dados a e b inteiros com b 2 O então a é 
um múltiplo de b ou se encontra entre dois múltiplos consecutivos de b, isto 
é, correspondendo a cada par de inteiros a e b f O existe um inteiro q tal que, 
para b>o0, 


qp<a<(g+b (11) 
eparab<o0, 

qbsa<(q-b. (1.2) 
Exemplo 1.4 Sea = 11 eb =4, devemos tomar q =2 

2x4<11<3x4. 
Paraa=-NMeb=4, tomamos q =—3 

-3x4<-—WN<(-3+])x4. 
Sea=1 eb=-—4, tomamos q =—2 
(x(4)<n<(-2-1x(-4). 
Paraa=-1]eb=-4, tomamos q =3 
3x(-49)<-11<(3-1)x(—4). 


1.3 O Algoritmo da Divisão 


Teorema 1.2 Dados dois inteiros a ce b,b >0, existe um único par de inteiros 
ger tais que 


a=qb+r, com 0O<r<b tr=0 & bla) 


(q é chamado de quociente e r de resto da divisão de a por b). 


*liste resultado costuma ser erroneamente atribuído a Arquimedes e chamado “Princípio 
de Arquimedes”. 


4.4. O MÁXIMO DIVISOR COMUM 5 


Demonstração: Pelo Teorema de Eudoxius, como b > 0, existe q satisfazendo: 
qb<a<(ga+b 


oqueimplcaO<a-qbea-qb<b. Desta forma, se definirmos r= a — gb, 
teremos, garantida, a existência de q e r. A fim de mostrarmos a unicidade, 
vamos supor a existência de outro par q) e Ty verificando: 


a=qb+m com O<m<b. 


Disto temos (gb +r)— (qib+1)) =0 => blg — q1) = 71) —r, o que implica 
bltri — 7). Mas, como r;, < ber<b, temos |ry—r|< be, portanto, como 
bl(r,—r) devemos terr;—r = 00 queimplicar=714. Logo g,b=qbh> q,=q, 
uma vez que b £0. [| 


Observação: Embora no enunciado do Teorema 1.2 exista a restrição b > 0, 
isto não é necessário e, utilizando-se a equação (1.2) teríamos encontrado q 
er também para b < O. Podemos, pois, enunciar o Algoritmo da Divisão de 
Euclides da seguinte forma: Dados dois inteiros a e b,b £ O existe um único 
par de inteiros qertaisquea=qb+rcom0ô<r< bl. 


1.4 O Máximo Divisor Comum 


O máximo divisor comum de dois inteiros a e b (a ou b diferente de zero), 
denotado por (a, b), é o maior inteiro que divide a c b. 


Teorema 1.3 Seja d o máximo divisor comum de a c b, então existem inteiros 
To e mo tais que d = n9a + mob. 


Demonstração: Seja B o conjunto de todas as combinações lineares (na + mb) 
onden em são inteiros. Este conjunto contém, claramente, números negativos, 
Positivos e também o zero. Vamos escolher ng e mo tais que c = noa + mob 
seja o menor inteiro positivo pertencente ao conjunto B. Vamos provar que 
cla e clb. Como as demonstrações são similares, mostraremos apenas que 
cla. A prova é por contradição. Suponhamos que cfa. Neste caso, pelo 
Teorema 1.2, existem ger tais quea = qc+r com 0 <r<c. Portanto 
T=ao-qc=a-ginga+mob) =(1-gqnoa+(-amo)b. Isto ostra que 
TEB, pois (1 — gno) e (—-gmo) são inteiros, o que é uma contradição, uma 
vez que0<r<cecéo menor elemento positivo de B. Logo cla e de forma 
análoga se prova que c/b. 

Como d é um divisor comum de a e b, existem inteiros k, c kz tais que a = 
kideb=kdoe, portanto, c = noa+mob = nok;d+mokzd = d(nok; +mokz) 
“ que implica dic. Do Teorema 1.1 (vi), temos que d < c (ambos são positivos) 
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e como d < c não é possível, uma vez que d é o máximo divisor comum, 
concluímos que d = nga + mob. D 


Observação: Na demonstração deste teorema mostramos, não apenas que o 
máximo divisor comum de a e b pede ser expresso como uma combinação 
linear destes números mas que este número é o menor valor positivo dentre 
todas estas combinações lineares. O teorema seguinte nos dá uma outra ca- 
racterização para o máximo divisor comum de dois números. 


Teorema 1.4 O máximo divisor comum d dea eb é o divisor positivo de q e 
bo qual é divisível por todo divisor comum. 


Demonstração: Do teorema anterior e pela Proposição 1.2 concluímos que se 
d4 é divisor comum de a e b, então dild. Portanto não podem existir dois 
números tendo cada um a propriedade de ser divisível por todo divisor comum. 
Isto por causa do Teorema 1.1 (vii) que, no caso de números positivos di e d, 
nos diz que dy deve ser igual a d. g 


Proposição 1.3. Para todv inteiro positivo t, (ta, tb) = t(a, b). 

Demonstração: Pelo Teorema 1.3 (ta, tb) é o menor valor positivo de mta + 
ntb (m em inteiros), que é igual a t vezes o menor valor positivo de ma--nb = 
t-(a,b). [m) 


Proposição 1.4 Sec>0 ea eb são divisíveis por c, então 


Demonstração: Como a e b são divisíveis por c, temos que a/c e b/c são 
inteiros. Basta, então, substituir na Proposição 1.3 “a”por “a/c"e “b”por 
“b/c” tomando t = c. [Rm 


Corolário: Se (a, b) = d, temos que (4,3) =1. 

Demonstração: No que acabamos de demonstrar c é um divisor comum dc 
aeb. Se tomarmos c como sendo o máximo divisor comum d, teremos o 
vesultado desejado. a 


Exemplo 1.5 Como (14,35) = 7 temos que (14/7, 35/7) = 1. 


Definição 1.2. Os inteiros a e b são relativamente primos quando 
(ab) = 1. 

Teorema 1.5.Para a,b e x inteiros temos (e,b) = (a b + ax). 

Demonstração: Sejam d=(a,b)ef=(a,b+ax). Pelo Teorema 1.3 cxistem 
inteiros no e Mo tais que d = noa + mob e como esta expressão pode ser escrita 


4.4. O MÁXIMO DIVISOR COMUM 7 


como d = a(ng — xmg) + fb + ax)mo, concluímos que o máximo divisor f de 
ae b+ax é um divisor de d. Tendo mostrado que fd mostramos, a seguir, 
que djf. Pela Proposição 1.2, di(b + ax) e pelo Teorema 1.4 sabemos que todo 
divisor comum de a e b + ax é um divisor de f. Tendo, assim, provado que 
djf concluímos, pelo Teorema 1.1 (vii), que d = f, uma vez que ambos são 
positivos. [mm 
Exemplo 1.6: (3, 15)=(3, 1544 x 3)=(3, 15+7 x 3) =(3, 15-8 x 3)... 
Teorema 1.6. Se albc e (a,b) = 1, então ale. 


Demonstração: Como (a, b) = 1 pelo Teorema 1.3 existem inteiros n e m tais 
que na+mb = 1. Multiplicando-se os dois lados desta igualdade por c temos: 
n(ac) + m(bc) = c. Como afac e, por hipótese, ajbc então, pela Proposição 
1.2, ale. a 
Exemplo: 4[(27 x 20), logo 4/20 uma vez que (4,27) =1. 

O teorema seguinte nos apresenta um resultado elementar, mas de grande 
importância na demonstração do Algoritmo de Euclides (Teorema 1.8). 


Teorema 1.7. Sea eb são inteirosea = qb+r onde q er são inteiros, então 
(a,b) = (b,7). 


Demonstração: Da relação a = qb + podemos concluir que todo divisor de 
ber é um divisor de a (Proposição 1.2). Esta mesma relação, escrita na 
forma 1 = a — qb, nos diz que todo divisor de a e b é um divisor de r. Logo 
o conjunto dos divisores comuns de a e b é igual ao conjunto dos divisores 
comuns de b e r, O que nos garante o resultado (a, b) = (b, r). 
[m] 
Vamos descrever, através de um exemplo, a idéia utilizada na demonstração 
do Teorema 1.8. Estamos interessados no cálculo do máximo divisor comum 
de 1126 e 522. Utilizamos o Algoritmo da Divisão (Teorema 1.2) para dividir 
1126 por 522. Em seguida dividimos 522 pelo resto 82. Depois 82 pelo resto 
30 e assim, sucessivamente, até obtermos resto zero. 


1126 = 2x522+82 


522 = 6x 82+30 
82 = 2x30+22 


30 = 1x22+8 
2 —- 2x8+6 
8 = 1x6+2 
6 = 3x2+0 


Da última equação temos que (6,2) — 2 e agora, pelo Teorema 1.7, pode- 
mos concluir da equação 8=1 x 6+2, que (8,6) = (6,2), da equação 22=2 x 
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8+6 que (22,8) = (8,6) e, por sucessivas aplicações do Teorema 1.7, construir 
a sequência de igualdades (2,6) = (6,8) = (8,22) = (22,30) = (30,82) = 
(82,522) = (522, 1126). Tendo encontrado, desta forma, o máximo divisor co- 
mum de 522 e 1126 que é o último resto não-nulo da sequência de igualdades 
acima. 


1.5 O Algoritmo de Euclides 


Teorema 1.8. Sejamro=a e rj=bD inteiros nãao-negativos com b£Q. Seo 
algoritmo da divisão for aplicado sucessivamente para se obter 


Guaira Trio OS Tu< Ta 


paraj=0,1,2,...,;n— 1] er =0 então (a,b) = rn, o último resto não- 
nulo. 


Demonstração: Tendo em mente o exemplo anterior fica fácil acompanhar a 
demonstração deste algoritmo. Vamos, inicialmente, aplicar o Teorema 1.2 
para dividir ro = a por tj = b obtendo To = qr) + 72, em seguida dividimos 
ty por rz obtendo rj = gar> + T3 e assim, sucessivamente, até a obtenção do 
resto Tu+1=0. Como, a cada passo o resto é sempre menor do que o anterior, 
e estamos lidando com números inteiros positivos, é claro que após um número 
finito de aplicações do Teorema 1.2, teremos resto nulo. 

“Temos, pois, a seguinte sequência de equações 


To=qm+r  O<trz<m 
TI= qr +t3 O<rz<rz 
T2=Qars tra O<ra<ra 


Tn-2=Qn-Mn- + O<m<T mn 
Tn-1= Quinto. 


A última destas equações nos diz, pelo Teorema 1.7, que o máximo divisor 
comum der eTn-1é Tn. À penúltima, que este número é igual a (rn, Tn-2) 
e, prosseguindo desta maneira teremos, por repetidas aplicações do Teorema 
1.7, a seqiiência: 


Tn=(ment= (test =(ry ta) = (rom) = (a,b). 


Portanto o máximo divisor comum de a e b é o último resto não-nulo da 
segiência de divisões descrita. D 
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1.6 Números Primos 


Definição 1.3 Um número inteiro n(n > 1) possuindo somente dois divisores 
positivos n e 1 é chamado primo. 
Sen > 1 não é primo dizemos que n é composto. 


Proposição 1.4. Se plab, p primo, então pla ou plb. 


Demonstração: Se p/a, então (a,p) = 1 0 que implica, pelo Teorema 1.6, pjb. 
fu 


Teorema 1.9. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo inteiro maior do 
que 1 pode ser representado de maneira única (a menos du ordem) como um 
produto de fatores primos. 


Demonstração: Se n é primo não há nada a ser demonstrado. Suponhamos, 
pois, n composto. Seja pifp; > 1) o menor dos divisores positivos de n. 
Afirmamos que py é primo. Isto é verdade, pois, caso contrário existiria p, ] < 
P<P3 com pn, contradizendo a escolha de py. Logo, n = p;m. 

Se ny for primo a prova está completa. Caso contrário, tomamos p> como 
o menor fator de ny. Pelo argumento anterior, p2 é primo e temos que n = 
Pipana. 

Repetindo este procedimento, obtemos uma sequência decrescente de intei- 
ros positivos ny, nz,... Mr. Como todos cles são inteiros maiores do que 1, 
este processo deve terminar. Como os primos na segiiência p4, P2,... py não 
são, necessariamente, distintos, n terá, em geral, a forma: 


n=pi'pP pe. 


Para mostrarmos a unicidade usamos indução em n. Paran = 2 a afir- 
mação é verdadeira. Assumimos, então, que ela se verifica para todos os 
inteiros maiores do que 1 e menores do que n. Vamos provar que ela também 
é verdadeira param. Sen é primo, não há nada a provar. Vamos supor, então, 
que n seja composto e que tenha duas fatorações, isto é, 


T=pipzPs=aqg2 dr. 


Vamos provar que s = 1 c que cada pi é igual a algum g;. Como py divide 
O produto q1q2--+ qr cle divide pelo menos um dos fatores g;. Sem perda de 
Eeneralidade podemos supor que p:|g7. Como são ambos primos, isto implica 
Pi=q1. Logon/p; =Pp2:--ps=q2:--qr. Como 1 <n/p; <n, a hipótese 
de indução nos diz que as duas fatorações são idênticas, isto é, s = re, a menos 
da ordem, as fatorações PiP2---Ds € Quq2--- qs são iguais. Ú 
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É 

Teorema 1.10. Sen = Ts. o conjunto dos divisores positivos dem é o 
i=] 

conjunto de todos os números da forma 


x 
Ts. O<c<a, 


i=1 


Demonstração: É óbvio que se c; não estiver no intervalo mencionado, o 
produto acima não será um divisor de n. [m] 

Mencionamos isto como um teorema para dar destaque a este resultado, 
embora elementar. 


Observação: Se denotarmos a sequência de primos em ordem crescente p; = 
2,72=3, p3=5, pa=7,... ,pn=enésimo primo, então todo inteiro positivo 
pode ser escrito na forma 


= 
n=T[r, ao. 
i 


Os divisores positivos de n são, agora, todos os números da forma 


Todos estes produtos são finitos pois o número de fatores primos de qual- 
quer inteiro é sempre finito. 


Teorema 1.11$€ dois inteiros positivos q e b possuem as fatorações 


Re 
a= [Joe o-T oe 
i=1 i=1 


então o máximo divisor comum de a e b é igual a: 


tab=[ [ri 
i=1 


onde c; = minfa;, bi). 


Demonstração: Para que um produto de fatores primos comuns seja um divi- 
sor comum nenhum expoente c; de p; poderá superar nem a; c nem b;. Como 
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estamos interessados no maior dos divisores positivos, basta tomarmos. para 
ci, o menor desses dois. o 


Teorema 1.12. (Euclides) A segiência dos números primos é infinita. 


Demonstração: Vamos supor que a segiiência dos primos seja finita. Seja 
pois, PnPz,--- »Pn à lista de todos os primos. Consideramos o número R = 
prpz...Pnt]1. É claro que R não é divisível por nenhum dos Pp: de nossa lista 
e que R é maior do que qualquer p;. Mas, pelo Teorema 1.9, ou R é primo ou 
possui algum fator primo e isto implica na existência de um primo que não 
pertence à nossa lista. Portanto a segiiência dos números primos não pode ser 
finita. q 


Teorema 1.13. Para qualquer inteiro positivo k, existem k inteiros consecutivos 
todos compostos. Em outras palavras, existem “saltos“arbitrariamente grandes 
na sequência dos números primos. 


Demonstração: Para demonstrarmos cste resultado observamos que como (k+ 
1)! é divisível por todos os k números entre 2 e K + 1, então à sequência 


KADU MATAS EK (RA DIA (4) 


é, toda ela, composta por k números consecutivos compostos, concluíndo a 
demonstração. [| 


Na demonstração do próximo teorema faremos uso do fato de que os números 


definidos por 
mo nt 
k/ o kim! 


onde n e k são inteiros não negativos com k <n, são inteiros. Este fato está 
demonstrado no Capítulo 4 (Teorema 4.10), mas pode, também, ser provado 
Por indução uma vez que 


CO)-()+(2) (13 


Esta simples e importante equação que pode ser provada através de ar- 


Bumento combinatório (ver [29] p. 262) segue, facilmente, como iostrado a 
Seguir 


(5) + ( ny cm n! 
k Co) me E 


RA ntin+1-k) n!k 
EmrI-W EmA! 
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E RT ams 
Semnri-W À & : 


Teorema 1.14. O produto de qualquer segiiência de k inteiros consecutivos é 
divisível por k!. 


Demonstração: Vamos considerar n e k inteiros positivos com k <n. Sabemos 
que o número de combinações de ., tomadas k a k, é um inteiro dado por: 


mo n! onn=1)..(n=k+1) 
É Cen kt 


Sendo o numerador o produto de K inteiros consecutivos temos o resultado 
para uma sequência de k inteiros positivos. No caso de zero ser um elemento 
na sequência o resultado é trivial, uma vez que zero é divisível por qualquer 
número. 

Se a segiência contiver só números negativos, a fração do lado direito da 
igualdade acima sofrerá, no máximo, uma mudança de sinal continuando a ser 
um inteiro, o que conclui nossa. demonstração. [m) 


Teorema 1.15 Se n não é primo, então n possui, necessariamente, um fator 
primo menor do que ou igual a yn. 


Demonstração: Sendo n composto então n = m «nz onde 1 < mn < mk 
Y<n2<m. Sem perda de generalidade vamos supor < nz. Logo m tem 
que ser < /n pois, caso contrário, teríamos n = Mz > vnrvn=no que é 
absurdo. Logo, como pelo Teorema 1.9, m possui algum fator primo p, este 
deve ser < yn.. Como p, sendo um fator primo de m é também um fator de 
n, a demonstração está completa. [| 

Este resultado tem uma importante aplicação prática. Ele nos diz que, 
para testarmos se um número é primo, é suficiente testarmos divisibilidade 
apenas pelos primos < 1. Portanto, se desejarmos obter a lista de todos os 
primos menores que 61 devemos excluir dentre os números de 2 à 60 aqueles 
que são múltiplos de 2, 3, 5 e 7 pois estes são os primos < 60. Este processo 
é chamado de crivo de Eratóstenes. 


234 5 7 75 710 
mo 3 A 156 718? O 
No 2 26 W 2829 30 
31 32 38 34 35 36 37 38 3 40 
41 42 43 4 45 46 47 48 49 50 
o 5 53 4 55 56 57 58 59 60 
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Logo, os primos entre 2 c 60 são todos aqueles que não foram eliminados 
pelo processo descrito, isto é, 


2,3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59. 


1.7 Mínimo Múltiplo Comum 


Definição 1.4 O Mínimo múltiplo comum de dois inteiros positivos q e b é o 
menor inteiro positivo que é divisível por a e b. Vamos denotá-lo por [a, b] 
;b). 


Eié = quim a 
Proposição 1.5 Se a =P pp cepreb= poipizph “pb onde 
PoPz-»Pn são os primos que ocorrem nas fatorações de a e b, então 


ja, 0) = pi?ttas demandas ba) ginasta tm), 


Demonstração: Da definição de mínimo múltiplo comum nenhum fator primo 
pi deste mínimo poderá ter um expoente que seja inferior nem a a; e nem a 
bi. Se tomarmos, pois, o maior destes dois para expoente de p; teremos, não 


apenas um múltiplo comum, mas o menor possível dentre todos eles. O que 
conclui a demonstração. [mm] 


Proposição 1.6 Se x ey são números reais então 


maxtx, y) + min(x,y)=x + y. 


Demonstração: Se x = y então o max(x,y) = minlx,y)=x=yeo resultado 


e verifica trivialmente. Sem perda de generalidade podemos supor x < uy. 
ntão max(x, y) = y e minfx,y) =x, o que conclui a demonstração. [m 


Teorema 1.16 Pura a e b inteiros positivos temos, [a,b]- (ab)=a-b. 


e Vamos supor que a e b tenham fatorações dadas na Proposição 
«5, Do Teorema 1.11 temos que, 


n 
(a b)=[ [prio 
i=1 


& da Proposição 1.5, que 


a 
la, bl = Jprteo. 


=1 
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Agora, pela proposição anterior, o resultado segue imediatamente. [| 


Proposição 1.7 Sejam a e b inteiros positivos relativamente primos entre si. 
Então se d é divisior positivo de ab, existe um único par de divisores positivos 
dy dea e dz de b tais que d = dyd>. Reciprocamente, se dy e da são divisores 
positivos de a e b, respectivamente, então À = dyd> é um divisor positivo de 
ab. 


Demonstração: Consideremos as fatorações de a c b dadas por 


a=prpS-pm e b=qraPcan. 


Como (a,b) = 1 os conjuntos (pr, p2,... ,Pnje (qu, q2,... , Qm) são disjuntos. 
Isto nos diz que a fatoração de ab é dada por 

ab =pypseprrarap gr 
Portanto, se d é um divisor positivo de ab, então 

d=prps-pirafiab eqho 

Osu<am i=1,2,...,n c 0SB<b,j=1,2..0,m. 
Definimos Ro 
a =pPpE pão e do=qi'as-abr. 


É óbvio que (dy, dz) = 1 e dydz = d. Para demonstrarmos a recíproca consi- 
deramos dy e dz como divisores positivos de a e b, respectivamente. Logo, 


x 


d=pLpEpm, 0SusSai=1,2...m 


ad =qr qr, 0O<B;<by j=1,2,...,m. 


É claro que o número 
d= dido = pps. prai aée...qbr 


é um divisor de ab, [a 
Antes de demonstrarmos o próximo teorema vamos descrever, através de 
um exemplo, a idéia utilizada na demonstração, da mesma forma como fizemos 
antes do Teorema 1.8. 
Queremos representar o número 53742 na base 7. Para explicar melhor 
o que queremos fazer vamos, primeiramente, recordar alguns fatos familiares 
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sobre representação na base 10. Para isto consideramos o número 50341. 
Aqui temos 1 unidade, 4 dezenas, 3 centenas e 5 dezenas de milhar. O zero na 
posição dos “milhares"nos fala da ausência da potência terceira de 10. Como 
sabemos, isto costuma ser escrito da seguinte forma: 


5x 10! +0x 10 +3x1024+4x10+1. 


A expressão acima nos diz que a maior potência de 19 menor do que ou igual 
a 50341 é 10%. Nos diz, também, que se dividirmos 50341 por 10% vamos 
encontrar um quociente igual a 5 e um resto inferior a 102, por causa do 
“O x 103”. Que este resto é maior que 10? e que, quando dividido por 102 dá 
um quociente 3 e resto superior a 10. E, finalmente, que cste último resto, 
quando dividido por 10 dá quociente 4 e resto 1. Para expressarmos 53742 
na base 7 vamos proceder de forma a. obter informações semelhantes a estas, 
onde 7 irá representar o papel do “10”no que acabamos de descrever. Primeiro 
dividimos 53742 por 7 obtendo quociente 7677 e resto 3. Em seguida dividimos 
este quociente 7577 por 7 obtendo um segundo quociente igual a 1096 e resto 5, 
em seguida repetimos este procedimento até chegarmos a um quociente nulo, 
obtendo a seguinte sequência de igualdades: 


53742 = 7 x7677+3 
7677 = 7x 1096+5 
1096 = 7x 156+4 
156 = 7x22+2 

2 =7x3+41 
3=7x0+3. 


Como a sequência dos quocientes é decrescente e formada somente por in- 
teiros positivos ela deve atingir o valor zero. Na primeira destas equações 
substituímos o valor de 7677 dado na segunda. Na expressão resultante subs- 
tituímos o valor de 1096 dado na terceira, nesta o valor de 156 dado na quarta. 
e assim sucessivamente obtendo a seguinte expressão: 


53742 =7(7 x 1096+5)+3 
=72x1096+5x7+3 
=727x156+4)+5x7+3 
=7x156+4x72+5x7+3 
=P x240]44x724+5x7+3 
=" x202+2xP+4x724+5x7+3 


16 É Ê CAPÍTULO 1. DIVISIBILIDADE 


=7(7x3+)+2x7P4+4x7245x7+3 
=3xP4yIx742xPr4x7PA5x7+3 
Dizemos scr, esta expressão, a representação do número 53742 na base 7 que 


dengtamos por (312453)7. Agora ficará mais fácil a demonstração do teorema. 
que se segue. 


Teorema 1.17 Seja b um inteiro positivo maior do que 1. Então todo inteiro 
positivo n. pode ser representado de maneira única da seguinte forma: 


n=abta bo! +... +ab+ ao. (1.4) 


ondek>0a £0Ve0O<a<b i=0,1,2,...,k. 


Primeira demonstração: Para mostrarmos a existência procedemos exatamen- 
te da forma como acabamos de fazer para o caso b = 7. Iniciamos pela divisão 
den por b obtendo quociente qo c resto ao. Em seguida dividimos do por 
b obtendo quociente q e resto a, e, prosseguindo desta forma, obtemos a 
seguinte sequência de igualdades: 


n = bgo+ ao 
g = ba+a 


q = bata 
q2 = bgs+as 


dez = bqr-1+ qeo1 
qu = b-O+ax, 


onde0O<a;<Db, j=0,1,2,...,k. 

Agora, na primeira destas equações, substituímos o valor de qo dado na 
segunda. Em seguida substituímos, nesta expressão, o valor de qy dado na 
terceira, e assim sucessivamente, obtendo: 

n=bqo+ ao 
=b(bg+a)+ao 
= bg +ab+aos 
=bZbqa+ az) +ab+ao 
=biqr+ ab? + ajb+ ao 
=blbas+as)+ab+a;b+ao 
= b'gs +asbl+ab? +ab+as 
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=btqurtab e! +... + ab +ab+ao 
=abt rap be l+..+ab+as 


Nos resta mostrar, agora, a unicidade desta representação. 

Vamos denotar por de(n) o número de representações de n na base b. 
Queremos, portanto, mostrar que dy(n) é sempre igual a 1. Como alguns dos 
coeficientes a; podem ser nulos podemos supor, excluindo tais termos, que n. 
possa ser representado na forma 


n=abé ra bt +...+ ad 
onde ay e as são não nulos. Logo 


n-1 = abtracdel+...+abs—l 
= abt+acbll+...+(as— bs 4+bs—]1 


s—1 
= abra l+.s(as-1ps+ (6-1) bi, 
j=0 


sA 
uma vez que b? —-1=(b— DINDA 
j=0 


Isto nos diz que para cada representação de n na basc b é possível encontrar 
uma representação, na base b, para n — 1. Logo dpín) < de(n — 1). Esta 
desigualdade nos diz que para m > n, temos 


do(m) < dolm— 1) S dolm—2)<...< do(n+ 1) S dy(m). 


Logo, como n > 1 e dy(n) > 1, obtemos 1 < dy(n) < dp(1) = 1. Esta 
última série de desigualdades nos garante que dyfn) = 1, o que conclui a 
demonstração. [a] 


Segunda demonstração: Usamos indução em n. Paran = 1 tomamos k = 0 
eag=1. Portanto (1.4), é verdadeira paran =). 

Assumimos que o teorema seja válido para todo inteiro menor do que n. 
Como b > 1,n > 0,n se encontra entre dois números consecutivos da seguinte 
segiiência: 


EB abro 
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Explicitanente, existe um único inteiro k, tal que b£X < n < bHH]. Pelo 
teorema (1.2) temos 
n=abl+r, O<r<bk 
Clatamente O < a, <b. Ser =0, então 
n=abérobi+...+0b+0. 
Ser £0, pela hipótese de indução 
r=cb'+-..+eb+co t<k 
onde 0 <c;<b. Desta forma 
n=abt+ept+..+eb+co 
e (1.4) se verifica. 
Para provarmos a unicidade, assumimos a existência de uma outra repre- 
sentação 
n=dmb”" +. + dyb+ do (1.5) 


comm >0dm£0Oc0O<d <b. Sea,e d; não são todos iguais, pela 
subtração membro a membro, de (1.4) da equação (1.5) obtemos: 


O=hsb*+---+hyb+Hho 


onde s é o maior valor de i para os quais a; É d;. Logo, hs £0. Ses =0, 
temos uma contradição pois estamos assumindo que (1.5) seja diferente de 
(1.4). Ses > 0, temos 

lhil=la-d|<b>-1, 1=0,...,8—1, 

nb! = (hab! ++ ho) 
e, portanto 

bE< Ihobs|=[hooab T+. + ho 
<b> T+. +b+)=08—1 

o que é, também, uma contradição. Desta forma concluímos que os a;s e djs 


são todos iguais, isto é,k=m, a;=d; i=0,1,...,k, ea representação é 
única. o 
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Definição 1.5 Um número da forma 

n=22+1 
é chamado de número de Fermat. O teorema seguinte nos fornece uma segunda 
prova da infinitude dos números primos. 


Teorema 1.18 Quaisquer dois números de Fermat distintos F, e Fm são rela- 
tivamente primos. 


Demonstração: Para provarmos este resultado vamos mostrar, primeiramente, 
que a seguinte relação se verifica 


FoFr e Fn=Fa—2 


A prova é por indução. Como o caso n = 1 se verifica, isto é, Fo=H —2, 
vamos supor a validade para n e mostrar que a mesma relação também vale 
paran +). 


FoFr---Fn = (FoFy- Fon 
= (Fa — Dn 
=(2" 4+1-2)(27 41) 
=(2" (q +)=2"" 01 
=2""41-2=Fun-2 


Supondo n < m temos, pela relação acima, que 


Foff2-Fno-Fno=Fm—2 


o que implica que Fin — Fo::-Fn::- Fm 1 = 2. Logo, se um número d divide 
Ene Fm então d divide 2. Como F, é fmpar d não pode ser 2 e portanto 
Fm Fm) =1. o 


Deste fato podemos concluir que existem infinitos números primos, pois 
sendo infinita a sequência dos números de Fermat e não possuindo fatores 
primos em comum, isto não poderia ocorrer caso este conjunto fosse finito. 


Teorema 1.19 Ezistem infinitos primos da forma 6Gk +5. 

Demonstração: Pelo Algoritmo da Divisão quando dividimos um número qual- 
quer por 6, os possíveis restos são 0, 1, 2,3, 4 e 5 o que significa que um 
inteiro pode ser escrito em uma das seguintes formas: 6k,6k + 1,6k + 2,6k + 
3,6k+4,6k+5. Logo, se p é primo ímpar, então p é da forma 6k + 1 ou 
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6k-+5. Para mostrarmos que existem infinitos primos de forma 6k + 5 vamos 
supor o contrário, isto é, que existe apenas um número finito deles. Sejam 
Po=5,pyp2...,Pr estes números. Consideremos o número 


P=6pypzpr+s5. 


É claro que, pela Proposição 1.2, este número não é divisível por nenhum dos 
primos Po, pr, P2,... Pr. Afirmamos que P possui um fator primo da forma 
6k+5, pois, caso contrário todos seriam da forma 6k+1, o que não é possível, 
uma vez que o produto de dois números da forma 6k-+1 é sempre desta mesma 
forma. Isto mostra que, ou P é primo, ou P possui um fator primo da forma 
6k +5, ficando provada a existência de infinitos primos da forma 6k +5. O 

O que acabamos de demonstrar é um caso especial de um importante teore- 
ma de Diricblet chamado “Teorema dos Primos em Progressão Aritmética" que 
diz: Se q e b são inteiros relativamente primos então a progressão aritmética. 
an+b, n=1,2,3,... contém um número infinito de primos. 


1.8 Critérios de Divisibilidade 


Começamos com o critério de divisibilidade por 3. Os critérios que apresenta- 
mos são, basicamente, aplicações da Proposição 1.2. 

Vamos, para descrever a idéia, considerar um número n com 5 dígitos 
abcde. Como estamos considerando a representação dele na base 10, cle pode 
ser escrito na forma: 


n=axI0!+bx10)+cx102+dx10+e. 


Fazemos, a seguir as seguintes substituições: 


10=9+1 
100 =99+1 
1000 =999+1 


10000 = 9999+1 
obtendo: 


n=a(9999 4) +0(999+ 1) +e(99 +) + d(9+1)+e 
= (99990 +999b+9c+9d)+(arb+e+d+e) 
=MANNas+Wb4lc+d)+(ar+b+e+d+e). 


Disto concluímos que se 3/n, então como 3/M la + Tb + Vic + d), pela 
Proposição 1.2, 3 deve dividir (a +b+c+d+e). Reciprocamente, se 
3la+b+c+d+e), então 3m, uma vez que 3a + IND 4 1e + d). 
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Provamos, desta maneira, o seguinte critério de divisibilidade por 3: “Um 
número é divisível por 3 se, e somente se, a soma de seus dígitos é divisível 
por 3.º 

Para obter um critério de divisibilidade por 9 basta, no argumento acima, 
substituir 3 por 9, concluindo o seguinte: “Um número é divisível por 9 se, e 
somente se, a soma de seus dígitos é divisível por 9.” 

Exemplo 1.7: 4578 é divisível por 3 pois, (44+5+7+8) = 24 é divisível por 3. 
Exemplo 1,8: 4578 não é divisível por 9 pois, (44+5+7+8) = 24 não é divisível 
por 9. 

Como todo múmero inteiro pode ser escrito na forma 10k 4, onde j é o 
dígito das unidades, c como 10 é divisível por 2, então ele será divisível por 2 
se, e somente se, j for múltiplo de dois. Em outras palavras se, é somente se, 
ele for par. 

O critério de divisibilidade por 4 se obtém considerando-se o número na 
forma 100k+ab onde “ab"é o número formado pelos dois últimos dígitos, isto 
é, o das dezenas e o da unidade e observando ser 100 um múltiplo de 4. 


Exemplo 1,9: 72548 é divisível por 4 pois, 48 é múltiplo de 4, Como 14 não é 
divisível por 4, então 73514 não é divisível por 4. 

Discutimos, agora, os critérios de divisibilidade por 7 e 11. Iniciamos com 
7. Para descrever o critério consideramos um exemplo. Seja n = 59325. 
Separamos o dígito 5 das unidades e do número restante 5932, subtraímos o 
dobro deste dígito, isto é 


5932 
-10 
5922 


Em seguida repetimos este procedimento até a abtenção de um número 
suficientemente pequeno que possamos reconhecer, facilmente, se é ou não 
divisível pos 7. 


592 58 
-4 -16 
588 42 


Como 42 é divisível por 7, o critério que vamos provar é que este fato irá 
implicar que o número original também deverá ser divisível por 7. 

Seja 1 o dígito das unidades do número n, então n pode ser escrito como 
10k +i. (No exemplo acima k = 5932 ei = 5). No procedimento descrito 
acima obtivemos um número r como sendo k — 21. Feitas estas observações, 
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será suficiente provar que os números 10k +i e k — 2i são tais que, se um 
deles é múltiplo de 7, o outro também é. Isto é, devemos provar a seguinte 
equivalência: 


10k+i é múltiplo de7 &k-—2i é múltiplo de 7. 


Demonstração: (=>) Se 10k + 1 é múltiplo de 7, então existe um inteiro m tal 


que lok+i=7me, portanto, Kk—-2i=k— 27m — 10k) =k — 14m + 20k = 
21k-14m =7(3k — 2m) o que implica k — 2i ser múltiplo de 7. 

(€) Se k-2i é múltiplo de 7, então existe um inteiro n, tal quek—2i = 7n 
e, portanto, 10k+i = J0(7n+2)+i = 70n +20 +1 = 70n+2)i = 7(10n +31) 
o que implica 10k + 1 ser múltiplo de 7. Isto conclui a prova. 

No exemplo acima, como 42 é divisível por 7, então 588 também é. Sendo 
588 divisível por 7, então 5932 também deverá ser e, a divisibilidade deste por 
7 implica que 59325 deverá ser divisível por 7. 

Vamos olhar mais um exemplo. Seja n = 735421. Procedendo da maneira 
descrita, obtemos: 


73542—2 x 1 =73540 

7354 —-2x0=7354 
735-2x4=727 
72-2x7=58 


como 7 | 58, então 7 / 735421. 

Para a descrição do critério de divisibilidade por 11, também utilizaremos 
um exemplo. Seja n um número de 5 dígitos abede. Como sabemos este pode 
ser representado como 


n=axi0t+bx10)+cx10+dx10+e. 


Fazendo as seguintes substituições 


wW=N-1 

100=99+1 
1000 = 1001 — 1 
10000 = 9999 +1 


obtemos 


a(9999 +41) +b(1001- ND) +el9P +) +a(N— 1) +e= 
9999a + 1001b +99 + ld+[fa+c+e)—(b+ a]. 
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Como 99990 + 1001b +99c + 11d é divisível por 11, então n será divisível por 

11, se, e somente se, [(a +c+e)—(b+dJl o for. Observe que os dígitos a, c e 

e ocupam posições ímpares em abede enquanto b e d posições pares. Nesta 

última sentença, utilizamos dois fatos elementares: 

i) todo número da forma 99...9, onde o número de “9"s é par, é divisível 

por 11. 

à) Todo número da forma 100...07, onde o número de “U”s entre os dois 

“uns”é par, também é múltiplo de 11. Para a prova observe que 9999 = 9900 + 

99; 999999 = 999900-+99,...,e que 1001 = 990+11; 100001 = 99990+11,..., 
[mi 

No próximo capítulo mostraremos um critério que serve, ao mesnio tempo, 
para testar a divisibilidade por 7, 11 e 13. 

O assunto discutido neste capítulo é extremamente rico em resultados in- 
teressantes. Com a finalidade de ilustrar apenas alguns destes resultados, 
apresentamos a seguir, através de problemas resolvidos. alguns resultados de 
interesse, 


1.9 Problemas Resolvidos 


Problema 1.1 Se a e b são inteiros diferentes, então existe um número infinito 
de inteiros n tais que a +n e b+n são relativamente primos. 


Solução: Suponhamos a < b. Se escolhermos k positivo e suficientemente 
grande, o númeron = (b—a)k+1—a será positivo. Como a+n = (b=a)k+1 
eben=(b-a)(k+1)+1,entãoa+ne bn são positivos. Se difa+n) e 
di(b+n) então di(b — a), e como a+n = (b— a)k + temos pela Proposição 
1.2 que dfl. Logo (a+n,b+n) = 1. Como qualquer k, maior do que este 
escolhido acima, irá fornecer um n com a propriedade desejada, a sequência 
dos nºs é infinita. [a 


Problema 1.2 Existe uma segiiência infinita de números triangulares , isto 
é, números da forma t, = n(n+1)/2, n = 1,2,... que são, dois a dois, 
relativamente primos. 

Solução: Mostramos que, se para algum inteiro n, temos n números trian- 
gulares a; < az <... < qn Os quais são relativamente primos, então existe 
um número triangular t > an, tal que (t,ar,a2,...,an) = 1. Seja a = 


q7.02.--- an. Os números a+1 e 2a+ 1 são relativamente primos com a € 
9 número 


(2a + 1)(2a +2) 


A4i= 7 =(a+1)(20+1) 
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é um número triangular maior do que an. Como (an,9,9)=1, an+) é relati- 
vamente primo com todos os números q1,42,... an. Isto mostra que sempre 
será possível acrescentar um novo número triangular que seja relativamente 
primo com todos os anteriores e desta forma gerarmos a sequência infinita 


desejada. [| 


Observação: O nome “números triangulares” vem do fato de serem, estes, os 
wúmeros de pontos na sequência de figuras. 


. .. 
. .. ... 
. .. ... .... 
. .. ... ...a .... | 
Figura 1.1 


Problema 1.3 Para n > 2 e k um inteiro positivo qualquer temos que (n — 
Vmk— 1). 
Solução: Este resultado é uma conscgiiência imediata da igualdade: 


nº=t=(n=1) (tente pnZen4 1). 


Problema 1.4 Para a,m e n inteiros positivos com m Zn, temos que 


a Iseaé par 
(0 +10 += E. 
2sea é ímpar 
Solução: Se tomarmos, aqui, a = 2 teremos o resultado, já demonstrado (Teo- 
rema 1.18), a respeito dos números de Fermat. Utilizamos, na demonstração, 
a seguinte relação 


AoA An = 


onde An = 0?" +1 e q é um inteiro, a > 2. Observe que, isto também, é uma 
generalização do resultado usado na demonstração do Teorema 1.18. Aqui, 
também, usamos indução. Paran = 1 temos Ao =(Aj—2)/(a — 1). Vamos 
supor que a relação seja válida para todo m menor do que ou igualan— 1 e 
provar que ela também se verifica para n. Com cesta hipótese temos: 


AçÃr An = (AgÃ :: Ani)An 
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' (AD) an= (827 +1-2) (qm 


>Val =] E) 
07 -1) (0 +1) ato 
e a-1 — a-l 
ga 
aq +1]-2 Anm-2 
a—1 “ a- 


o que mostra, pela segunda forma do princípio de indução finita que 


é válida para todo n > 1. Logo, para m < n temos 
An—(0—D (AgÃs Am Ana) =2 
isto mostra que se d for um divisor comum de An c Amentãod=Toud=2. 


Mas An é ímpar para “a”par e par para “a"ímpar. Portanto d = 1 para 
“a”par e d =2 para “a”ímpar, o que conclui a demonstração. 


n 
pac 1 ; 4 dA 
Problema 1.5 Para todo inteiron > 1 a soma e + nunca é um número inteiro. 
j=1 
Solução: Consideramos S o conjunto dos inteiros 1,2,3,...,n.. Seja 2* a maior 
potência de 2 em S. Provamos, primeiramente, que 2* não divide nenhum 
outro inteiro em S. Se 2% for um divisor de algum outro inteiro em S além dele 
mesmo, este inteiro será da forma b2*, onde b > 1. Logo 2**1 estará também 
em $, o que contradiz a definição de k. Vamos supor que a soma dada seja 
um inteiro t. E claro que o mínimo múltiplo comum dos elementos de S é da 
forma m2*, onde m é impar. Multiplicando-se esta soma por m2*-), temos: 
=1 
k—1 k=— 
m-2 “ -=mt:20. 
E 
j=1 
Quando multiplicamos cada termo da soma por m2*-1, um dos termos será 
m/2 e todos os outros serão inteiros, o que é uma contradição. (Lembre-se 
que m é ímpar). a 
Problema 1.6 Se m > então (07 + Wl(6?” — 1). 
Solução: Na segiiência 


xt 1, 1,x!6-1,...,x7] —1 
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m 
cada termo divide o seguinte. Basta tomarmos x = a?” que teremos o resul- 


tado desejado. 
Problema 1.7 Se a e b são ímpares, então a? + b? não pode ser um quadrado 
perfeito. 
Solução: Como a e b são fmpares, existem inteiros te s tais que: a=2t+1 
eb=2s+1, Logo 
art =A(A+IP+(Is+IP 
=4(tyslrt+s]+2 
=H2k+1), 
k=Pesst+s. 

Portanto a? + b? é um número par não divisível por 4 e desta forma não pode 
ser um quadrado perfeito pois se 2Jc?, então 2lc, o que implica 4jce2, [a 


Este resultado nos diz que, num triângulo retângulo com lados inteiros, os 
dois catetos não podem ser ambos ímpares. 


Problema 1.8 Se a e n são inteiros, com pelo menos um não-nulo, então (a, a + 
myln para todo inteiro n. 

Solução: Isto é uma consegiiência imediata do Teorema 1.5 bastando escolher 
b=a-+nex=—1. 


Problema 1.9 Mostre que (n — 1)2(nt— 1) & (n — Dk. 
Solução: Consideramos a seguinte identidade: 


néê=1=(no1)+ (Dun-ntt+ ()tn- nie 


k 2 
—1 kin—1). 
+ (ear + un) 
Onde usamos o fato de 
nt=((n- D+ 


=(n- t+ (mente (in ntte os 


E (Can=miemmo na. 


É fácil observar que 


A=(n-1t+ (Dn-nt+ (im ntza o Jn=? 
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é divisível por (n— 1)? pois todos os termos desta soma possuem (n— 1)? como 
fator. Disto concluimos que se (n— (nt — 1), então nk-1-A — kin—1) é 
divisível por (n— 1)? o que implica (n— Dk. A recíproca é também imediata 
pois se (n — 1)lk, então (n — 1)2k(n — 1) o que implica (n — Dm = 1), uma 
vez que À é divisível por (n — 1)2, o que conclui a nossa demonstração. [mm 
Problema 1.10 Mostre que se m e n são inteiros positivos com m > 1, então 
nam”, 


Solução: Sabemos que 


n=]4+++]<ltmemi+A.. sm] = 
pt, 


n=termos 


sm-1I<m". Logo n<m". [m) 


Problema 1.11 Mostrar que todo inteiro positivo pode ser escrito como a soma 
de números de Fibonacci distintos. (ver problema 13 no final do capítulo) 

Solução: Sejam k um inteiro positivo e Fy,F2,...,Fw... a sequência de Fi- 
bonacci. Se k não pertence à sequência seja n tal que Fay <k < Fh. Logo 
O<k-Fn.1<Fn—Fn-1 =Fn-2 Por indução vamos supor que o resultado se 
verifica para todo inteiro menor do que k. Se k for um clemento da segiência 
a indução está completa. Se ele não pertence à segiência então, como vimos 
acima, existe n tal que k— Fa.1 < Fn-2 e, portanto, k — Fu.) pode ser ex- 
presso como a soma de termos da segjiência Fy, Fp,... ,Fn-3 0 que completa a 
demonstração. [o 


Problema 1,12 Mostrar que (n!+1,(n+N)!+1)=1. 
Solução: Seja p primo um divisor comum de nt +le(n+DI+1. Logo p 
divide a diferença destes números que é 

++ ((+N)=nn! 
9 que implica pln!. Como pl(n! + 1), plín! + 1 — n!) e, portanto, p = 1 
(contradição). [mm] 


Problema 1.13 Mostrar que se a e b são inteiros com (a,b) = 1, então (a + 
ba-b)=7T ou 2. 


Solução: Seja d =(a+b,a—b). Logoa+b=kidea-b=kyd e, portanto 
(y+kd=2a e (y-ky)d=2b. 


Sabemos que (2a, 2b) = 2(a,b) = 2. Mas (2a,2b) = ((ki+koJd, (1 —ka)d) = 
d(ky + kz,ky — kz) = 2. Considerando (ky + ko, ki — ka) = k temos dk = 20 
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que ocorre sc, e somente se, d= 1 ek =2oud=2ek=1. Portanto d=1 
oud=2. [mi 
Problema 1.14 Mostrar que se a” — 1 for primo, n>1lea> então a = Ze 
n é primo. 

Solução: Como a" — 1 = (a — IX! pars... +a+1),eo fator da 
direita é maior do I(a > 1) concluimos que a — 1 deve ser igual a 1 uma vcz 
que a" — 1 é primo. Portanto a deve ser igual a 2. 

Sen não for primo entãon=rs,r>Jes>1. Disto coneluimnos que 


gere (ro grp nt 4 2741) 


o que contradiz o fato de 2'*—1 ser primo, o que implica que m deve ser primo. 


1.10 Problemas Propostos 


1. Encontrar, usando o algoritmo de Euclides, o máximo divisor comum dos 
seguintes pares de números: 

(a) 542 e 284 (e) 48762 e 176 

(b) 9652 e 252 (£) 42516 e 97421 

(c) 24573 e 1387 (8) 8374, 24517 

(d) 4276 e 1234 (h) 35262 c 12753 


2. Achar o mínimo múltiplo comum dos seguintes pares de números: 


(a) 44 e 32 (e) 17e 141 
(b) 234 e 12 (1) 42e52 

(c) 35 e 24 (g) 501 e 2141 
(d) 142 c 742 (bh) 144 c 64 


3. Encontrar uma sequência de pelo menos 30 inteiros consecutivos e compos- 


tos. 


4. Mostrar, por indução, que | 
( pd anta RE, 
x 6 
(5) 1+345+-c+n-D=n? (41042) 
nin n 
(0) 1:24+2-343.4 + +nintD)= 5 ——— 


()u>27, wn>z4 
(Jn2>m+1,Yn>3 
(Dont -9n — 10), Yn 21 


5. Provar que o produto de 3 inteiros consecutivos é divisível por 6. 
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6. Provar que para todon € N, 32n+1,.2n+2é múltiplo de 7 e que 321+2,.26n+1 
é múltiplo de 11. 


7. Encontrar inteiros x e y tais que 

(a) 93x +8ly =3 (b)43x+128y=1 
8. Mostrar que se a c b são inteiros positivos com (a, b) = [a, b), então a = b. 
9. Mostrar que nº — n é divisível por 30 para todo inteiro n. 


10. Mostrar que a equação x) + 7x + 17 = 0 não possui nenhuma solução 
inteira. 


41. Mostrar que para nenhum n € N,2" + 1 é um cubo. 
12. Pode o número À = 111...1 formado por trezentos 1's ser um quadrado? 
13. Sejam EF =1,Bb=1eF=F+Fzn > 3 (Fn é chamado n-ésimo 
número de Fibonacci ). Mostrar que 

(a) RAF + Es ++ Emo = Em 

(D) B+F+Fe+ e +Fn= Ena] 

()Bh+B+FB+ +=] 

(d) FyFz + FoF3 + FgF4 + e + FanFonai = Ha] 
14. Mostrar que para os números de Fibonacci, definidos no problema anterior, 
satisfazerger 

(a) (Fi, Fa) =1 (b) (Fu Fars) =1 ou 2 


15. Mostrar que além de 2 = 121 nenhum número da forma n3+1 é primo. 


16. Utilizando a sequência Ry=n!+1,n > 1, fornecer uma outra demons- 
tração para a infinitude dos primos. 


17. Mostrar que todo inteiro maior do que 11 é a soma de dois inteiros com- 
postos. 


18. Mostrar que 3 é o único primo p tal que P.p+2ep+4 são todos primos. 


19, Achar a soma de todos os números formados pelas permutações dos dígitos 
12,345, isto é 12345 +-.-+5432]. 


20, Provar que não existe n E N tal que 7|(4m2 — 3) 


é Sabendo que o resto da divisão de um inteiro b por 7 é 5, calcular o resto 
da divisão por 7 dos seguintes números: 


(a) —b (d) 10b+1 
(b) 2b (02 +b+4] 
(0) 3b+7 
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22. Seja Un = 111...1 um número formado por n 1's. Provar que Un primo 
implica n primo. 


23. Mostrar que sc para algum n, mI(35n + 26), ml(7n +3) em > 1, então 
m=11. 


Ê 1a 
24, Sendo — + — um inteiro, onde a e b são inteiros positivos, mostrar que 
a 
a=b. Mostrar, também, que a =1 ou 2, 
25. Mostrar que se (a,b) = 1, então (2a +b,a+2b) = 10u3. 


26. Mostrar que, sendo n um inteiro, o número n(n + W(n +2)(n +3)+1 é 
um quadrado perfeito. 


27. Determinar todos o números de 3 algarismos divisíveis por 8, 11 e 12. 
28. Encontrar todos os inteiros positivos n para os quais (n + (tn? + 1). 


29. Dados q e b inteiros com b É O, mostrar que existem inteiros q e 7 
satisfazendo a= qb tr, 0O<r<b/2 


30. Mostrar que sc q e b são inteiros, (4,3) = (b,3) = 1, então a2 + v2 não é 
um quadrado perfeito. 


31. Mostrar que para 1 > 1 os números nº +4 e nº 4n?+41 são, ambos, 
compostos, 


32. Demonstrar os ítens (a), (b) e (c) do problema 13 sem fazer uso de indução. 
33. Mostrar que (a, bc) = 1, sc, e somente se, (a,b]) = (a,e)=1. 

34. Mostrar que sc bic então (a +c,b) = (a,b) 

35, Mostrar que sc (a,c) = 1 então (a, bc) = (a,b). 

36. Mostrar que (a, b,c) = (fa, b),c). 


37. Dizer qual é o maior inteiro que pode ser somado ao dividendo sem alterar 
o quociente quando se divide 431 por 37. 


38. Para cada par de inteiros “a”e “b"dado abaixo encontrar o quociente q e 
o resto r satisfazendo o algoritmo da divisão de Euclides. 
(Da=5?:. b=6 
(i)a=-71: b= 
Gi)a=—48; b=—7 
(iv)a=67; b=—13 


38. Mostrar que se n c m são inteiros ímpares, então 8(n? + m? — 2). 
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40. Encontrar o menor inteiro positivo da forma 36x + 54y onde x e y são 
inteiros. 


41. Utilizando o processo descrito no Teorema 1.17 expressar o número 274 
nas bases 2,5,7 e 9. 


42. Transformar para a base 10 os seguintes números 
(a) (2351), (b) (T00M110)% (c) (7706)  (d) (11122) 


43. Mostrar que se 2" +1 é um primo ímpar, então n é uma potência de 2, 


44. Provar que se d = (a,b), então d é o número de inteiros na sequência 
a,24,30,,.. ba que são divisíveis por b. 


Capítulo 2 


Congruência 


2.1 Congruência 


Grande parte dos resultados deste capítulo foi introduzida por Gauss (1777- 
1855) em um trabalho publicado em 1801 (Disquisitiones Aritlimeticae) quan- 
co tinlia apenas 24 anos. Várias idéias de grande importância, que serviram de 
base para o desenvolvimento da teoria de números, aparecem neste trabalho, 
Até mesmo a notação, lá introduzida, é a que utilizamos hoje. 

Definição 2.1 Se a e b são inteiros dizemos que a é congruente a b módulo 
m (m > 0) se mifa -b). Denotamos isto por a = b (mod m). Se mf(a — b) 
dizemos que a é incongruente a b módulo m e denotamos a É b (mod m). 
Exemplo 2.1 11 = 3 (mod 2) pois 2/(11 — 3). Como 5/6 e 6=17—11 temos que 
17% 1 (mod 5). 

Proposição 2.1 Sea eb são inteiros, temos que a = b (mod m) se, e somente 
se, existir um inteiro k tal que a =b+km. 


Demonstração: Se a = b (mod m), então mi(a—b) o que implica na existência 
de um inteiro k tal quea—b=km, isto é a=b+km. À recíproca é trivial 
pois da existência de um k satisfazendo a = b + km, temos km = a — b, ou 
seja, que mi(a — b) isto é, a = bfmod m). [ni] 


Proposição 2.2 Se a,b,m e d são inteiros. m > 0, as seguintes sentenças são 
verdadeiras: 

1 a= almodm) 

2. Sea = b(mod m), então b = a(modm) 


3. Sea=b(modm)e b = d(mod m), então a = dímod m). 


2.1. CONGRUÊNCIA 


0.331 957-8 


Demonstração: (1) Como mj0, então mi(a— a), o que implica a = a(mod m) 
(2) Se a = b(mod m), então a = b+ km para algum inteiro k. Tôgi 
b=a-kim, o que implica, pela Proposição 2.1, b = afmod m). (3) Se 
a = b(mod m) e b = d[mod m), então existem inteiros ke kz tais que 
a-b=kmeb-d=km. Somando-se, membro a membro, estas últimas 
equações, obtemos a — d = (ki + ka)m, o que implica a = d(mod m). [m) 

Esta proposição nos diz que a relação de congruência, definida no conjunto 
dos inteiros, é uma relação de equivalência, pois acabamos de provar que ela 
é reflexiva, simétrica c transitiva. 


383 


Teorema 2.19: a,b,c em são inteiros tais que a = b(mod m), então 


1. a+c=b+c(modm) 


2. a-c=b-ce(modm) 


3. ac = be(mod m) 


Demonstração: (1) Como a = b(mod m), temos que a— b = km e, portanto, 
como a-b=(atc)-(b+c)temosarc=b+c (mod m). (2) Como 
(a-c)-(b-c)=a-be, por hipótese, a— b = km temos que a-c= 
b—cí(mod m). (3) Como a —b = km então ac — be = ckm o que implica 
mi(ac — be) e, portanto, ac = be(mod m). 


Teorema 2.2 Sc a,b,c,d em são inteiros tais que a = blmod m) ec 
d(mod m), então 


l.ac+c=b+ d(modm) 
2.a-c=b-d(modm) 


3. ac = bd(mod m) 


Demonstração: (1) Dea = b(modm)ec= d(mod m) tenosa-b=kme 
e—d = kim. Somando-se membro a membro obtemos (a + oJ-(b+d)= 
(k-+ki)m e isto implica a 4+c = b + d(mod m). (2) Basta subtrair membro a 
membro a-b =kmec—d = km obtendo (a-b)-(c-d) = (a-c)-(b-d) = 
(fk— km o que implica a — e =b— d(mod m). (3) Multiplicamos ambos os 
lados de a — b = km por e c ambos os lados dec — d= km por b, obtendo 
ac—be =ckmebc—bd = bkym. Basta, agora, somarmos membro a membro 
estas últimas igualdades obtendo ac — bc + be— bd = ac — bd = (ck+bki)m 
º que implica ac = bd(mod m). Õ 
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Teorema 2.3 Se a,b,c em são inteiros e ac = bclmod m), então a = 
b(mod m/d) onde d= (cm). 


Demonstração: De ac = bcfmod m) temos ac — be = cla —b) = km. Se 
dividirmos os dois membros por d, teremos (c/d)(a — b) = k(m/d). Logo 
(m/Dltc/d)(a— b) e, como (m/ã,c/d) = 1, pelo Teorema 1.6, (m/d)lfta —b) 
o que implica a = b(mod m/d). D 
Definição 2.2 Se h e k são dois inteiros com h = k(mod m), dizemos que k é 


um resíduo de h módulo m. 


Definição 2.3 O conjunto dos inteiros (ry, r2,. ! ,Ys) é um sistema completo de 
resíduos módulo m se 

(1) ; É r;(mod m) para i £j 

(2) para todo inteiro n existe um 7; tal que n = ri(mod m). 


Exemplo 2.2 (0,1,2,... ,m— 1) é um sistema completo de resíduos módulo m. 


Exemplo 2.3 Para m ímpar o conjunto abaixo é um sistema completo de 
resíduos módulo m. 


Teorema 24 Se k inteiros ry,r2,...,Tk formam um sistema completo de 
resíduos módulo m então k=m. 
Demonstração: Primeiramente demonstramos que os inteiros to, ty... tm 1 


com t; = 1 formam, de fato, um sistema completo de resíduos módulo m. Pelo 
Teorema 1.2 sabemos que, para cada n, existe um único par de inteiros q e 
s,talquen=mg+s, 0O<s<m. Logon = s(mod m), sendo s um dos 
ti. Como It; — tj < m-— 1, temos que t; É t;(mod m) para i Zj. Portanto, 
o conjunto (to, ty, ... tm-1) é um sistema completo de resíduos módulo m. 
Disto concluímos que cada r; é congruente a exatamente um dos t;, o que 
nos garante k < m. Como o conjunto (rj,T2,..- , Tx) forma, por hipótese, um 
sistoma completo de resíduos módulo m, cada t; é congruento a exatamente 
um dos Tr; e portanto m <k. Desta forma k=m. [im] 


Teorema 2.5 Se Tr T2..., Tm é um sistema completo de resíduos módulo m e 
aeb são inteiros com (am) = 1, então 


ar +b,arm+b,..,arm+b 


também é um sistema completo de resíduos módulo m. 
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Demonstração: Considerando-se o resultado do teorema anterior, será sufi- 

ciente mostrar que quaisquer dois inteiros do conjunto ary+b. arz+b Arm 
, nara Am 


b, são incongruentes módulo m. Para isto vamos supor que ar; +b = 
ar; + b(mod m). Logo, pelo Teorema 2.1, temos ar; ; a 


arjfmod m). M: 

; j j - Mas, 
como (a,m) = 1, o Teorema 2.3 nos diz quer; = r;(mod m). O fato de 
T;= "(mod m) implica 1 =), uma vez que, 1, t2,...,Pm formam um sistema 
completo de resíduos módulo m, o que completa a demonstração. [m) 


Proposição 2.3 Sc a,b,k em são inteiros com 
at = bKmod m). 


k>0ca=b(modm), então 


Demonstração: Isto segue, imediatamente, da identidade: 
ko pk — 
at—bf=(a-b)fat abr at ps abt-24 be), 


Teorema 2.6 Se a = b(mod my),a = bfmod mz)... ,a = b(mod my) onde 


2,b, my, Ma,..., my são inteiros com mi positivos, 1=1,2,...,k, então 
a=b(mod (my, mz,...,my) 

onde [m,mz,... my] é 0 mínimo múltiplo comum de my, ma,..., Me 
Demonstração: Seja py 0 maior primo que aparece nas fatorações de Tu, ma, 
«o mk. Cada my i=],2,...,k pode, então, ser expresso como 

mpi. pos 
(alguns o; podem ser nulos). 

Como mil(a — b),i = ço i 
j=1,2 q na a Pope e ) sa 
Bare . a j= max (e; 
5 em &ji) teremos que 
E 

Pior cprlta-b). 

Mas, 
Sã 
Pipe pr =Immo....my 

º que implica a = b(mod (my, ma,... tu). [a 


2.2 Congruência Linear 


hamamos de congruência lincar em mma variável a uma congruência da forma 
4x = b(mod m) onde x é uma incógnita. 
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É fácil de se verificar que se xo é uma solução, i.e., dxo = b(modmjex, = 
xolmod m) então xy também é solução. Isto é óbvio pois se xy = xo(mod m) 
então ax) = axo = b(mod m). 

O que acabamos de verificar é que se um membro de uma classc de equi- 
valêrrcia é solução então todo membro desta classe é solução. Destas obser- 
vações surge uma questão natural: no caso de existir alguma solução, quantas 
soluções incongruentes existem? 

Antes de respondermos a esta importante questão, necessitamos provar 
um teorema que nos dá informações sobre a existência de soluções para uma 
equação diofantina linear. 

Uma equação da forma ax + by = c, onde a, b e c são inteiros é chamada 
equação diofantina linear. (o nome vem do matemático grego Diofanto). 
Teorema 2.7 Sejam a e b inteiros positivos e d= (ab). Se dfc então a 
equação ax + by = c não possui nenhuma solução inteira. Se die ela possui 
infinitas soluções e sex =xo ey =Vo é uma solução particular, então todas 
as soluções são dadas por 


x=xo+ (b/d)k 
y=vo- (a/d)k 


onde k é um inteiro. N 


Demonstração: Se dfc, então a equação ax + by =c, não possui solução pois, 
como dia e djb, d deveria dividir c, o qual é uma combinação linear deaeb. 
Suponhamos, pois, que djc. Pelo Teorema 1.3 existem inteiros no e Mo, tais 
que 


ano+bmo=d. (21) 


Como dle, existe um inteiro k tal que c = kd. Se multiplicarmos, ambos os 
membros de (2.1) por k, teremos a(mok) + bimok) = kd = c. Isto nos diz que 
o par (xo, Uo] com xp =Nok e Vo= mok é uma solução de ax + by = c. É 
fácil a verificação de que os pares da forma 


x=xo+ (b/d)k 
v=vo-(a/d)k 
são soluções, uma vez que 
ax + by — alxo + (b/0)k) 4 bluo — (a/áJk) 


b 
Ea 


b 
e axo + Tok + byo— a 
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=axo+byo=c. 


O que acabamos de mostrar é que, conhecida uma solução particular (xo,u9) 
podemos, a partir dela, gerar infinitas soluções. Precisamos, agora, mostra 
que toda solução da equação ax + by = c é da forma x = xo + (b/d)k, y= 
vo-— (a/d)k. Vamos supor que (x,y) seja uma solução, i.e. ax+by = = Mas. 
como axo + byo = c, obtemos, subtraindo membro a membro, que o 


ax +by — axo — byo = a(x— xo) + b(y — yo) =0, 
o que implica a(x — xo) = b(yo — y). Como d = (a, b) temos, pelo corolário 


da Proposição 1.4, 
LA 
d'd/ 
Portanto, dividindo-se os dois membros da última igualdade por d, teremos 


b 
qlx—x0) = alvo uy). (2.2) 


Logo, pelo Teorema 1.6, (b/d)|(x — xo) e portanto existe um inteiro k satisfa- 
zendo *-X0= k(b/d), ou seja x = xo + (b/d)k. Substituindo-se este valor de 
x na equação (2.2) temos y = uo — (a/d)k, o que conclui a demonstração. O 


Com este teorema à mão podemos, agora, dizer quantas são as soluções 
incongruentes (caso exista alguma) que a congruência linear ax = b(mod m) 
possui. 


Teorema 2.8 Sejama,b em inteiros tais qem >0e(a,m) = d. No caso em 
que dfb a congruência ax = b(mod m) não possui nenhuma solução e quando 
dlb, possui exatamente d soluções incongruentes módulo m. 


Demonstração: Pela Proposição 2.1 sabemos que o inteiro x é solução de 
ax = b(mod m) se, e somente se, existe um inteiro y tal que ax = b + my, 
ou, o que é equivalente, ax — my = b. Do teorema anterior sabemos que 
esta equação não possui nenhuma solução caso dfb, e que se djb ela possui 
infinitas soluções dadas porx = xo— (m/d)key =vo—(a/d)k onde (xo, yo) é 
uma solução particular de ax —- my =b. Logo a congruência ax = b(mod m) 
possui infinitas soluções dadas por x = xo— (5) k. Como estamos interessados 
em saber o número de soluções incongrucntes, vamos tentar descobrir sob que 
condições x) =xo— (m/d)ky cx2 =xo— (m/d)kz são congruentes nódulo m. 
Se x1 e x2 são congruentes então xo— [m/d)k1 = xo— (m/d)ka(mod mo). Isto 
implica (m/d)k, = (m/d]k;(mod m), e como (m/d)lm, temos (m/d,m) = 
my/d, o que nos permite o cancelamento de má resultando, pelo Teorema 2.3, 
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ki = kz(mod d). Observe que m foi substituído por d = m/(m/d). Isto nos 
mostra que soluções incongruentes serão obtidas ao tomarmos x = xo—(m/d)k, 
onde k percorre um sistema completo de resíduos módulo d, o que conclui a 
demonstração. fm] 


Definição 2.4 Dizemos que uma solução xo de ax = b(mod m) é única módulo 
m quando quaiquer outra solução x; for congruente a xo módulo m. 


Definição 2.5 Uma solução q de ax = 1(mod m) é chamada de um inverso de 
a módulo m. 

Segue, agora, do Teorema 2.8 que se (a,m) = 1 então a possui um único 
inverso módulo m. A proposição seguinte nos diz quando um inteiro a é o seu 
próprio inverso módulo p, onde p é um número primo. 

- 


Proposição 2.4 Seja p um número primo. O inteiro positivo a É o seu próprio 
inverso módulo p se, e somente se, a = I(mod p) cu a = —I(mod p). 


Demonstração: Se a é o seu próprio inverso, então a? = T(mod p), o que 
significa que pl(a? — 1). Mas se pl(a — 1)(a + 1), sendo p primo, pl(a — 1) 
ou pl(a + 1), o que implica a = I(mod p) ou a = —I(imod p). A recíproca 


é imediata pois, se a = I(mod p) ou a = —I(mod p), então pl(a — 1) ou 
pita + 1). Portanto pl(a — I)(a + 1) o que significa a? = T(mod p), o que 
conclui a demonstração. [m) 


| 


2.3 Os Teoremas de Euler, Fermat e Wilson 


Antes de demonstrarmos o Teorema de Wilson, que diz que para p primo 
(p — 1)! = —Ifmod p). fornecemos um exemplo, tomando p = 13, com a 
finalidade de apresentarmos a idéia utilizada na demonstração. 

Dentre os números 1,2,3,...,12 somente os números 1 e 12 são os seus 
próprios inversos módulo 13. Isto segue da Proposição 2.4, pois 1 = 1(mod 13) 
e 12 = —l(mod 13) e nenhum dos números 2,3,...,11 é congruente a 1 ou 
—1 módulo 13. Mas, como os números 2,3,4,...,1 são todos relativamente 
primos com 13, cada um deles possui, pelo Teotema 2.8, um único inverso 
módulo 13. Eles podem, portanto, ser agrupados em 5 pares (5 = (13 — 3)/2) 
que são os seguintes: 


2x7 1(mod 13) 
3x9 1fmod 13) 
4x 10 1(mod 13) 
5x8 mod 13) 
6xH Tfmod 13) 
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Pelo Teorema 2.2(3) podemos multiplicar estas congruências, membro a 
membro, obtendo 


Zx3x4x5x6x7x8x9x10x11=I(modl13) 
Se muitiplicarmos os dois lados por 12 teremos 


2x3x4...11x 12= 12(mod 13) 


e, portanto, como 12 = —lí(mod 13) temos, finalmente, (131)! = —1 (mod 13). 
Teorema 2.9 (Teorema de Wilson) Se p é primo, então (p— 1)! = —1(mod p). 
Primeira Demonstração: Como (2—1)!=1 = —l(mod 2) o resultado é válido 


para p = 2. Pelo Teorema 2.8, a congruência ax = 1(mod p) tem uma única, 
solução para todo a no conjunto [1,2,3,...,p — ]) e como, destes elementos, 
somente 1 e p — 1 são seus próprios inversos módulo p, podemos agrupar os 
números 2,3,4,... ,jp—2Z2 em (p—3)/2 pares cujo produto seja congruente a 1 
módulo p. Se multiplicarmos estas congruências, membro a membro, teremos, 
pelo Teorema 2.2 (3) 2x 3x4x5x...(p—2) = I(mod p). Multiplicando-se 
ambos os lados desta congruência por p — 1 teremos 


2x3x4x...(p-2(p-—-W= (p—-1Dfmodp) 


. isto é (p— 1)! = —I(modp) uma vez que p— | = —I(mod p). [mm 


Segunda Demonstração: Esta segunda demonstração foi apresentada por Stern 
e ilustra o uso de análise em Teoria dos Números. À primeira segue, essencial- 
mente, Gauss. 

Consideramos a expansão de Maclaurin da função 


isto é, 
1 x 
— = GaE AT RN O —1< 1. 
nt tags <x< 
Logo 
PESE 1 z 3 s 
Ettates E | pe deé és (2.3) 
= 


O lado esquerdo desta igualdade pode ser escrito como 


PRE SDR 14X x2 
Seres (Mr). 
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(1+ 52, CRE...) 

(1+ HERE). 
e qae(a+5) o(s + IB) + 
et o] pe 


Por (2.3) sabemos que o coeficiente de xP é igual a 1 o qual, pela expressão 
E Ê ER) » ; ' 
acima é da forma — + — + onde 7/5 é a soma de um número finito de 
psp 
racionais que não possuem o fator p no denominador. Logo se (r,5) = 1, p/'s. 


Ee] 
Sendo — + E + — = 1 temos que 
pls p 


= 
jets dote tt+tp no 
s pl p p! 
e, portanto, 
1+(p-1)! 
(s=1) [p—1 e S+(p-D) 1 
7 
Como (s — 1) (p— 1)! é um inteiro e pfs, então pl(1 + (p — 1)1). [n] 


O teorema seguinte nos diz que se um número satisfaz a relação do teorema 
de Wilson, ele deve ser primo. 


Teorema 2.10 Se n é um inteiro tal que (n — 1)! = —1(mod n), então n é 
primo. 


Demonstração: A prova é por contradição. Vamos supor que (n — 1)! = 
—J mod n), isto é, nlf(n — 1)!+ 1) e que m não seja primo, ou seja, n = 
rsl<r<nel<s<n,. Nestas condições ri(n — 1)! e, sendo 7 um divisor de 
m rim —1)!+1e, portanto, r deve dividir a diferença (n—- 41 (mn D=1, 
o que é absurdo, uma vez que r > 1, Logo, um n satisfazendo (n — 1)! = 
—1 (mod n) deve ser primo. 

O próximo teorema nos diz que se p é primo c p/a, então pl(a?-! — 1), 
Vamos primeiramente provar isto num caso particular com a finalidade de 
ilustrar a idéia usada na demonstração. 


Dl 
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Sejam p= le a=5. Logo temos: 


1x5 = 5(mod1l) 
2x5 To(mod 11) 
3x5 4(mod 11) 
4x5 9(mod 11) 
5x5 3(mod 11) 
6x5 = 8fmod11) 
7x5 = 2tmod1) 
8x5 = 7(modl1) 
9x5 = 1I(mod11) 
10x5 = é6(mod11) 


Observe que 11 não divide nenhum dos produtos j x 5,1 <j< 10 que 
estão na coluna da esquerda nas congruências acima. Observe, também, que 
todos eles são incongruentes módulo 11, pois se 5; = Sk(mod 11), devemos ter 
i=k(mod11)cmli<j<i0el<k<'To0,e, portanto, j=K. Logo, como 
nenhum é congruente a zero módulo 11 e todos são incongruentes módulo 11, 
eles devem ser congruentes a diferentes números dentre 1,2,3,...,10. Observe 
que todos estes números aparecem, sem repetições, na coluna da direita nas 
congruências acima. Agora podemos multiplicar, membro a membro, estas 
congruências para obter 


(Tx5)(2x5)-(10x5)=5x10x4x9x3x8x2x7x1x6(mad11) 


e, portanto, 5110! = 10!(mod 11). Mas, como (101,11) = 1 temos, pelo 'Teo- 
rema 2.3, que 


50 = (mod 11), 


o que mostra a validade do teorema neste caso particular em que a = 3 e 
p=11. Com este exemplo cm mente scrá fácil provar o teorema. 


Teorema 2.41 (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p primo. Se pfa então 
aP-!=1 (mod p). 


Demonstração: Sabemos que o conjunto formado pelos p números 
0,1,2,...,p — 1 constitui um sistema completo de resíduos módulo p. Is- 
to significa que qualquer conjunto contendo no máximo p elementos incon- 
gruentes módulo p pode ser colocado em correspondência binnívoca com um 
subconjunto de (0,1,2,...,p — 1) Vamos, agora, considerar os números 
0,20,30,...,(p— 1)a. Como (a,p) = 1, nenhum destes números ia,1 < 
i<xp-] é divisível por p, ou seja, nenhum é congruente a zero módulo p. 


2. = Ê  — caPÍTULO2. CONGRUÊNCIA 


Quaisquer dois deles são incongruentes módulo p, pois aj = aklmad p) im- 
plica j = k(mod p) e isto só é possível se j = k, uma vez que ambos j e k 
são positivos e menores do que p. Temos, portanto, um conjunto de p — 1 
elementos incongruentes módulo p e não-divisíveis por p. Logo, cada um de- 
les é congruente a exatamente um dentre os elementos 1,2,3,...,p—1. Se 
multiplicarmos estas congruências, membro a membro, teremos: 


a(2a)(3a)---(p— 1)a = 1.2.3... (p — 1) (mod p) 


ou seja a” Ip — 1)! = (p— 1)!(mod p). Mas, como ((p— 1)!,p) = 1, podemos 
cancelar o fator (p — 1)! em ambos os lados, obtendo 


a?! = (mod p), 


Ny 


o que conclui a demonstração. D 
Corolário 2.1 Se p é um primo e a é um inteiro positivo, então aP = a(mod p). 


Demonstração: Temos que analisar dois casos, se pla e se p/a. Se pla, então 
plla(aP=! — 1) e, portanto a” = a(mod p). Se pfa, pelo Teorema 2.11 
pl(aP=1-1) e, portanto, pl(aP—a). Logo, em ambos os casos, aP = a(mod p). 
[a] 


Definição 2.6 Se n é um inteiro positivo, a função & de Euler, denotada por 
b(n), é definida como sendo o número de inteiros positivos menores do que 
ou iguais a n que são relativamente primos com n. 


Definição 2.7 Um sistema reduzido de resíduos módulb m é um conjunto de 
&(m) inteiros r,r2,... ,Tyfm tais que cada elemento do conjunto é relativa- 
mente primo com m, e se i 4), então 1; É r;fmod m). 


Exemplo 2.4 O conjunto (0,1,2,3,4,5,6,7) é um sistema completo de resídu- 
os módulo 8, portanto (1,3,5,7) é um sistema reduzido de resíduos módulo 
8. A fim de sc obter um sistema reduzido de resíduos de um sistema com- 
pleto módulo m, basta retirar os clementos do sistema completo que não são 
relativamente primos com m. 


Teorema 2.12 Seja a um inteiro positivo talque (am) =1. Ser, T2,..., Tom) 
é um sistema reduzido de resíduos módulo m, então ary, ar2,..., Tim) É 
também, um sistema reduzido de resíduos módulo m. 


Demonstração: Como na sequência ar,,ar2,..., ar ptm) temos 4(m) clemen- 
tos, devemos mostrar que todos eles são relativamente primos com m ce, dois 
a dois, incongruentes módulo m. Como (a,m) = 1 e (rm) =, temos (veja 
Problema 1.33 no final do cap. 1), (ar; m) = 1. Logo, nos resta mostrar que 
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ar; É arj(mod m) sei Z 3. Mas, como (a,m) = 1, dear = ar;(mod m) 
temos 1, = r;(mod m), o que implica i = j, uma vez que ry,r2,... Tlm É 
um sistema reduzido de resíduos módulo m, o que conclui a demonstração. 
D Vamos, agora, mostrar a validade do Teorema de Euler num caso especial 
para ilustrar a idéia que usaremos na demonstração. Sejam m=8ca=5. 
Sabemos que o conjunto (1,3,5,7) é um sistema reduzido de resíduos módulo 
8. Consideremos o conjunto formado por 5x1,5x3,5x5 e 5x7. Pelo Teorema 
2.12 este conjunto também constitui um sistema reduzido de resíduos módulo 
8. Isto significa que cada um dos elementos 5x1, 5x3, 5x5 e 5x7 é congruente 
módulo 8 a exatamente um dos clementos 1,3,5 e 7. Temos, na realidade que 


5x1 5(mod 8) 
5x3 7(mod 8) 
5x5 Tmod 8) 
5x7 3(mod 8). 


Multiplicando-se, membro a membro, estas congruências obtemos 
5(1x3x5x7)=(1x3x5x 7)mod 8). 
Como (1 x 3x5 x 7,8) = 1 podemos cancelar o fator (1 x 3x 5 x 7) obtendo 
7 5º = I(mod 8). 


Observe que 4 = d(8), ou seja, provamos que 5%(8) = 1(mod 8). 
Teorema 2.13 (Euler) Se m é um inteiro positivo e a um inteiro com (a,m) = 
1, então 


atm) = 1(mod m). 


Demonstração: No Teorema 2,12 mostramos que os elementos ar, ar2,.. 


aT p(m) Constituem um sistema reduzido de resíduos módulo m se (a, m)= 1 e 
ThT2,...,Ta(m) for um sistema reduzido de resíduos módulo m. Isto significa 
que ar; é congruente a cxatamente um dos, 1; 1 <j< 4p(m), c portanto o 
produto dos ar; deve ser congruente ao produto dos r; módulo m, isto é, 


aTI.ar2:* ATpim) E MT. Teotmlmod m) 


ou seja 


atm, F2.- Taim] E MT. Tapmlnodm). 


CONGRUÊNCIA 


Como 


podemos cancelar 


em ambos os lados para obter a?"] = I(mod m). [an] 
Como para p primo, &(p) =p — 1, o teorema acima é uma generalização 
do Teorema 2.11. 
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O nome dado ao teorema seguinte se deve ao fato de que este resultado já era. 
conhecido, na antiguidade, pelos matemáticos chineses. 


Teorema 2.14 (O Teorema do Resto Chinês) Se (am) = 1, (mim) = 1 
para i +) e c; inteiro, então o sistema 


ax =cy(mod my) Ú 
ax = co(mod mz) 
a3x = ca(mod m3) / 


ax =e-(modm,) 
possui solução e a solução é única módulo m, onde m = my ma :mr. 


Demonstração: Do fato de (a; mi) = 1, o Teorema 2.8 nos diz que a;x = 
ci(mod mi) possuí uma única solução que denotamos por b;. Se definirmos 
vi =m/m; onde m=m-mo>---mr, teremos (y;, mi) = 1, uma vez que 
(mi my) = 1 parai £j. Novamente, o Teorema 2.8 nos garante que cada uma 
das congruências y;x = T(mod mi) possui uma única solução que denotamos 
por V;. Logo, yiy; = Himnod mi), i=1,2,...,7. Afirmamos que o número x 
dado por 


x= by) + buzz ++ but, 
é uma solução simultânea para o nosso sistema de congruências. De fato 


ax = ajbyyVa + mbzuz), ++ by + tabu. 
= qibiyyi(mod m;) = a;b; = cifmod my) 
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uma vez que y; é divisível por my; para i É j, Vil; 
de a;x = ci(mod mi). 

Provamos, a seguir, que esta solução é única módulo m. Se % é uma ou- 
tra solução para o nosso sistema, então ax = c; = aix(mod mi) e, sendo 
fai, mi) = 1 obtemos x = x(mod mi). Logo millx—x), |=1,2,...,7. Mas, 
como (mi, my) = 1 para i £ j temos que 


1mod mi) e Db; é solução 


mama... m]= mama mr 
Portanto, pelo Teorema 2.6, my.ma. ... .mr(X—x), ou seja X = x(mod m), o 
que conclui a demonstração. D 


Mostramos, a seguir, um teste de divisibilidade, comum, para 7, 11 € 13. 
Observando que 7x11x13 = 1001 e que 10? = 1000 = —1 (mod 1001) 
temos 


fara 1-2... 09)10 = 06108 + a 108 +... +alO+ ag = 
= (1020, + 100; + 09) + +10*(10205 + 1004 + 03) + 
+ (1032 (102as + 1007 + ag) + --- 
= (azarao)io — (asa402)ro + (asazaç)o —:: (mod 1001) 


Isto nos diz que um inteiro é congruente, módulo 1001, ao inteiro formado por 
sucessivamente, somando-se c subtraindo-se inteiros de três digitos formados 
por sucessivos blocos de três digitos, onde os digitos são agrupados começando- 
se pela direita. 

Exemplo 2.5. Testar se os números 465647 e 2210000 são divisíveis por 7,11 
ou 13. 

Para o número 465647 temos: 647 — 465 = 182. 

Como 7/182, 11/182 e 13/182 concluimos que 465647 é divisível por 7 e 13 
mas não por 11. 

Para o número 2210000 temos: 000 — 210 + 2 = —208. 

Como 7208, 11/208 c 13/208 concluimos que 2210000 é divisível por 13 mas 
não é divisível por 7 e nem por 11. 


2.5 Problemas Resolvidos 


Problema 2.1 Usando o Teorema de Wilson, encontrar o menor resíduo positivo 
de: a) 6x7x8x9 módulo 5 b) 8x9x10x11x12x13 módulo 7. 

Solução: a) Para acharmos o menor resíduo positivo de 6x7x8x9, utilizamos 
O fato, elementar, de que 6 = l(mod 5),7 = 2(mod 5), 8 = Xmod 5) e 
?=4f(mod5). Logo, 


6x7x8x9=1x2x3x4(mod5) 
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e, pelo Teorema de Wilson sendo 4! = —1 (mod 5), temos 
6x7x8x9=-1=4(mod5). 


b)+O menor resíduo positivo de 8x9x10x11x12x13 módulo 7 pode ser en- 
contrado de forma análoga, isto é, 


8x9x10x11x12x13=1x2x3x4x5x 6/mod7) 


e, como 6! = —] = 6(mod 7), temos que 8x 9 x 10x 11x 12x 13 = 6(mod 7). 


Problema 2,2 Usando o Pequeno Teorema de Fermat , encontrar o resto da 
divisão de 210000 nor 17. 


Solução: Pelo Teorema de Fermat temos a?-! = (mod p) quando p é primo 
e pfa. Logo, como 17 é primo e 17/2, temos 216 = 1(mod 17). Mas 100000 = 
6250 x 16 e, portanto, 


2100000 = (21598250 = 16250 = 1mod 17). 


Logo, o resto da divisão por 17 de 2190000 é 7, 


Problema 2.3 Encontrar o dígito das unidades de 3"ºº quando expresso na base 
7. 


Ea 
Solução: Isto equivale a encontrar o menor resíduo positivo de 3100 módulo 7. 
Como 7 é primo e 7/3, temos 3º = 1(mod 7). Sendo 100 = 6 x 16-+4, temos: 
396 — (38)16 = (1)16 = I(mod 7). Agora, 3? = 9 = 2(mod 7) e, portanto, 
3! =4(mod 7). Assim 310 =3%6 x 31=1 x4=4(mod 7). 


Problema 2.4 Mostrar que sc p é um primo ímpar, então 
2Hp—3)!=-—I(mod p). 
Solução: Sendo p primo, temos, pelo Teorema de Wilson que 
(p—1)!=—1mod p) 
mas, (p-1)!=(p—1)(p-2)]p—3)!e, comop—1=-Ifmodpjep—2 


—2(mod p) para p É 2, temos (p — Nip — 2lp —-3)! = (—D-2lp— 3)! 
Zp-—3)!=—1(mod p). 


Problema 2.5 Mostrar que se p e q são primos distintos, então 


pl + gr = (mod pg). 


tee 
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Solução: Devemos mostrar que ql(p! + q?-1-1) e que plfp3-!+ qui). 
Como (q,p) = 1 temos, pelo Teorema 2.11, que q”! = I(mod 7) e que 
p%-! = (mod q). Logo, pl(g”-!—1) e ap 1-1). Portanto, como pipe 
alg?=!, temos que pl(pS—!+ g?-1-1) e que al(pS! + g?-1-1), o que conclui 
a demonstração. 

Problema 2.6 Mostre que p é o menor primo que divide (p— N!+1. 

Solução: Pelo Teorema de Wilson pl((p — 1)!+1). Logo, como qualquer primo 
menor que p divide (p — 1)!, nenhum deles pode dividir (p— 1)!+1 pois, neste 
caso, deveria dividir 1. Portanto, p é o menor primo tendo esta propriedade. 
Problema 2.7 Mostrar que 2,3,5,7 e 13 são divisores de n3 —n para todo n. 
Solução: Como n8 -n=n(n2-1)e 


nZci=(noyntante. 4 n41) 
n2o1=(n2- 0 enteoynZ41) 
n2-1=(n!o ms ent+1) 


n2-1=(n$-1)(nº+1) 


femos quen,(n— 1), (n2-1),(nf-1),(né— 1) e (n!2- 1) são divisores de 
nB on. Logo, 2(n!3 — n) pois n(n — 1) é divisível por 2 e caso n não seja 
divisível por 3,5,7 e 13 teremos que 


3mB-n) pois n? = mod3) (Euler) 
Sin -n) pois nº = Imod5) (Euler) 
7(m3-n) pois n8 = Imod7) (Euler) 
13(n!3 -n) pois n!? = (mod 13) (Euler). 


Problema 2.8 Mostre que 13/2704 370, 


Solução: Como 2!2 = Ymod 13), temos que 2º = mod 13). Mas 2º = 
S(mod 13) e, portanto, 21º = 36 = —3(mod 13). Logo, 29.21º = 3(mod 13). 
Sabemos que 3º = T(mod 13), donde 3º = (mod 13). Como 3 = 3(mod 13) 
temos que 37º = 3(mod 13). Logo somando-se, membro a membro, 27º = 
=3(mod 13) com 37º = 3(mod 13) obtemos 27º 4 37º = O(mod 13), o que 
conclui a demonstração. 


Problema 2.9 Mostrar que os números 12,22,32,...,m2,;m > 2, não formam 
um sistema completo de resíduos módulo m. 

Solução: Basta mostrarmos que cles não são, dois a dois, incongruentes módulo 
m. Para isto é suficiente tomarmos dois números nc kn > k, tais que 
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n+tk=m, pois, desta forma 
n2-K=(n+kn-k=m(n—k) = 0fmod m), 
o que implica n2 = k?(mod m), o que conclui a demonstração. 


Problema 2.10 Mostrar que para qualquer sistema reduzido ri, Y2,... sTp-1 de 
resíduos módulo Pp (p primo), temos 


p- 
E! = —l(mod p). 
i=1 
Solução: Sabemos que os números 1,2,3,...,p—1 formam um sistema reduzi- 


do de resíduos módulo p, para p primo. Isto significa que eles são todos primos 
com p e incongruentes módulo p. Logo, qualquer número relativamente primo 
com p é congruente módulo p a exatamente um destes números e, se dois 
números, primos com P, são incongrentes módulo p, eles serão congruentes 
a diferentes elementos deste conjunto. Portanto os números T1,72,...,Tp-] 
são congruentes, módulo p, a diferentes elementos dentre 1,2,...,p — 1. Se 
multiplicarmos, membro a membro, estas congruências, teremos 


p-1 


=(p— O) 


e, pelo Teorema de Wilson, o resultado segue, i.e., À 


Problema 2.11 Mostrar que se p é um primo impar, então 


Px3x52...(p-2)2=(—1)P+/Zmod p) 


2x4 x62...(p-12=(-1)!P+D/Amod p). 


Solução: Mostramos apenas a primeira congruência, pois a segunda é análoga. 
Sabemos, pelo Teorema de Wilson, que 


1x2x3x4--(p—3)p —-2)lp— 1) = —ltmod p). 
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Substituímos 2,4,6,...,(p—1), respectivamente, por —(p—2), —(p—4) — 
obtendo ed 


(NA 23 -4)5(p-6)---3p-21= 


—Dí(mod p), 


uma vez que, de 1até (p—1) temos (p — 1)/2 pares. Como P é ímpar, todos 
os fatores acima são ímpares e cada um aparece duas vezes, logo 


(=1)P-Dy2 x 32x52... (p-232=—1 (mod p). 


Agora basta multiplicarmos, ambos os lados, por (—! )t?=1/2 6 que conclui a 
demonstração. 


Problema 2.12 Resolver o sistema de congruências abaixo: 
x = Ymod 5) 


x = 2(mod 7) 
x=3(mod 11) 


Solução: Utilizando a notação introduzida no Teorema 2.14 temos: 
m=5m=7Zmy;=10,m=5x7x1] 
wm=m/m=7xy=m/m=5xiliyy=m/m=5x7 

Para determinar 7 resolvemos 

vix= I(mod my), ie. 


7 x Nx = (mod 5), ou, equivalentemente 
2x = I(mod 5). Logo 9, =3 


Encontramos Y, resolvendo 


v2x = (mod ma), ic. 
53x 1x = I(mod 7), ou, equivalentemente 
6x = Ifmod 7). Logo y, = 6 


Resolvendo yax = 1 (mod ma) obtemos Ya: 


5x7x= (mod 11), ie. 
2x = (mod 11) 


8, portanto, Y3 = 6. 
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Como, neste caso, bj = 1,bz=2 e bz = 3 temos que a solução do sistema 
módulo 5x7x11 é dada por 


141Dh + bayz]> + bayays 
x7x11x3+2x5x1|x6+3x5x7x6 
= 366 (mod 385) 


Problema2.13 Mostrar que YX é um irracional onde k não é an-ésima potência 
de um inteiro. 


Solução: Vamos supor que YXK seja racional, isto é, que existam inteiros q e b, 
com Vk = a/b, isto é, a” = kb”, Como k não é uma n-ósima potência de um 
inteiro, ele deve ter algum fator primo p cuja multiplicidade não é congruente 
a O(mod n). Como a multiplicidade de p e de todos os outros fatores primos 
em b” é congruente a O(mod n) concluímos que a múltiplicidade de p em 
kb" não é congruente a O(mod n). Mas, como a multiplicidade de p em a” 
claramente é congruente a O(mod n.) temos uma contradição, isto é, kb" % a”, 
Desta forma Yk é racional somente quando k é uma n-ésima potência de um 
inteiro. [m) 

Observe que contrário às provas de casos especiais deste resultado, como o 
da irracionalidade de v2, neste argumento não é necessário supor que a e b 
sejam relativamente primos. / 


t 


2.6 Problemas Propostos 


1. Mostrar que 47/(23 — 1). 


2. Encontrar o resto da. divisão de 7?! por 51 e o resto da divisão de 
29. 


58 por 


unné 


3. Mostrar que se p é um ímpar e a2+2b? = 2p, então “a"é par e “b”é ímpar. 
4. Provar que para p primo (p— 1))=p—1 (mod 1+2+4+3+...+(p—1)). 
5. Encontrar o máximo divisor comum de (p— 1)!—1 e p! (p primo). 

6. Mostrar que para n > 4 o resto da divisão por 12 de 1! +2+3!+...+n! 
é9. 

7. Mostrar que para n inteiro 3n2 — 1 nunca é um quadrado. 


8. Resolver as seguintes congruências. 
(a) 5x =3 (mod 24) 
(b) 3x = 1 (mod 10) 
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(c) 23x = 7 (mod 19) 
(d) 7x (mod 18) 
(e) 25x = 15 (mod 120) 


9. Mostrar que 5n? + 7nº = 0 (mod 12) para todo inteiro n. 


10. Seja f(x) = ao + ayx +... + anx” um polinômio com coeficientes inteiros 
onde an >0en>1. Mostrar que f(x) é composto para infinitos valores da 
variável x 


11. Mostrar que se py e p> são primos tais que pz = Pi+t2cp,>3, então 
pr+p2=0 (mod 19). , 


12. Mostrar que para a e b inteiros temos que 3|(a2 + b2) => 3la é 3fb. 


13. Sejam ps, pz e p3 primos tais que p = pi + p3+ pZ é primo. Mostrar que 
algum dos pjs é igual a 3. 


Mg Mostrar que 3x2 + 4x2 = 3 (mod 5) é equivalente a 3x2-x24+2 = 0 (mod 
5). 


15. Mostrar que pl(%º) onde O <k < p& 


16. Seja p primo e M um conjunto de p inteiros consecutivos. É possível 
encontrar My e M> subconjuntos de M tais que My U M=MMinM = 
4,M; £ & de forma que 


NI? 


tem, EM 


17. Seja f(x) um polinômio com coeficientes inteiros. Mostrar que se f(—1), f(0) 
e f(1) não são divisíveis por 3, então f(n) O para todo inteiro n. 


18. Mostrar que 3'º = 1 (mod 112). 


19. Resolver os seguintes sistemas: 
x = I(mod 2) 2x = (mod 5) 
a) 4 x=2(mod 3) b) 4 3x=2(mod 7) c) 4 3x = 5(mod 13) 
x = 5(mod 7) 5x = 7(mod 11) 7x=4(mod 5) 
20. Encontrar todas as soluções de cada uma das seguintes congruências line- 
ares. (a) 5x = 3(mod 7) 
(b) 13x = 14(mod 29) 
(c) 15x = 9(mod 25) 
(d) 37x = 16fmod 19) 
(e) 5x = 20(mod 15) 


(mod 11) 
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21. Mostrar que a” = a (mod 21) para todo inteiro a. 


22. Mostrar que para a e b inteiros, com (a, b) = 1 temos: 


att) piel = 1 (mod ab) 


23. Provar ou dar contra-excmplo: “Se a e m são inteiros (a,m) = 1, então 


mi+ara+... + afim, 


24. Mostrar que se p € q são primos, p > q > 5, então p2-q?=0 (mod 24). 


25. Encontrar um sistema completo de resíduos módulo 11 formado somente 
por múltiplos de 6. 


26. Encontrar um sistema completo de resíduos módulo 7 onde todos os ele- 
mentos são números primos. 


27. Dado um primo p é sempre possível encontrar um sistema completo de 
resíduos módulo p formado só por primos? Justificar. 


28. Provar que, para todo número composto n;n £4, a copgruência (n-D!= 
O (mod n) é verdadeira. Í 


Capítulo 3 


Teoria Combinatória dos Números 


3.1 Princípio da Casa dos Pombos 


Embora este tópico apareça, com mais frequência, em livros de Combinatória, 
ele não deixa de ser parte da Teoria dos Números. Mesmo em se tratando 
de algo simples, esta idéia auxilia na demonstração de muitos resultados não- 
triviais, como os problemas abaixo poderão mostrar. 

O Princípio da Casa dos Pombos nos diz que para colocarmos n+1 pombos 
em n gaiolas, pelo menos uma gaiola deverá conter pelo menos dois pombos. 
Esta idéia tão óbvia é, na realidade, uma poderosa ferramenta na demons- 
tração de muitos resultados bastante difíceis. O que, muitas vezes, torna O 
problema. difícil é a construção de um conjunto ou conjuntos aos quais se 
possa aplicar este princípio. 

Este princípio é também conhecido como “Princípio das Gavetas de Diri- 
chlet” por ter sido por ele enunciado como: “Se n + 1 objetos são colocados 


em n gavetas, então pelo menos uma gaveta deverá conter, pelo menos, dois 
objetos”. 


Nos exemplos apresentados a seguir, utilizamos, várias vezes, resultados do 
Capítulo 2 sobre congruências. 


Exemplo 3.1. Mostrar que, numa festa de aniversário com mais de 12 crianças, 
existem pelo menos duas nascidas no mesmo mês e que também existem pelo 
menos duas nascidas no mesmo dia da semana. 

Como temos mais crianças (pombos) do que mescs (gaiolas), pelo menos 
um “mês"deverá conter pelo menos duas “crianças”. Na segunda parte, sendo 
º número de crianças maior do que 7, necessariamente duas ou mais terão 
nascido no mesmo dia da semana. 


Exemplo 3.2. Mostrar que todo subconjunto de (1,2,3 
elementos, possui um par de clementos primos entre 


. ,2n), contendo n41 
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É fácil observar que os únicos subconjuntos de (1,2,... ,2n) contendo n cle- 
mentos, não-consecutivos, são (1,3,5,... ,2n— Je [2,4,6,...,2n), Portanto, 
ao tomarmos um subconjunto com n + 1 elementos teremos, necessariamente, 
dois elementos consecutivos que, sendo primos entre sà, irão garantir nosso 


resultado, 


Exemplo 3.3. Mostrar que o subconjunto do problema anterior também contém 
um par de elementos tais que um é múltiplo do outro. 

Sabemos que todo inteiro n pode ser escrito na forma n = 2"m, onde r > O 
em ímpar. Como em (1,2,3,...,2n) cxistem apenas n ímpares distintos, 
quando tomarmos n + 1 deste números, pclo menos dois deles terão o mesmo 
m. quando representados na forma 2'm. Um deles será 2Sm e o outro 2'm. E 
é claro que um destes divide o outro. 


Exemplo 3.4. Mostrar que qualquer subconjunto S de (1,2,3,...,12) contendo 
sete elementos possui dois subconjuntos cuja soma dos elementos é a mesma. 

Um subconjunto com 7 clementos terá soma no máximo iguala 6+7+8+ 
9+10+11 +12=63. Disto concluímos que os possíveis valores para a soma 
dos elementos de um subconjunto de um conjunto Ronteúdo 7 dos elementos 
de (1,2,3,...,12) vão de 1 à 63, ou seja, temos 63 valores possíveis. Mas um 
conjunto com 7 elementos possui rig — | subconjuntos não-vazios. Logo, como 
27 1 > 63, pelo menos dois deles terão a mesma soma para os seus elementos. 


Exemplo 3.5. Mostrar que em um conjunto de m elementos, ay,02,..., Am; 
tais que a; É I(mod m),i = 1,2,3,...,m, existem pelo menos dois cuja 
diferença é divisível por m. 

Sabemos que os elementos 0,1,2,...,m—1, formam um sistema completo 


de resíduos módulo m. A restrição a; É I(mod m) nos diz que nenhum dos 
aj's está na classe à qual 1 pertence. Portanto temos m — 1 classes para 
colocarmos os m a;'s. o que nos garante que pelo menos dois deles deverão 
estar na mesma classe, o que conclui a demonstração. 


[m 


Exemplo 3.6. Mostrar que, dentre 9 pontos quaisquer de um cubo de aresta 2, 
existem pelo menos dois pontos que se encontram a uma distância menor do 
que ou igual a v3 um do outro. 

Dividimos este cubo em oito cubos menores dividindo cada aresta ao meio. 
Cada um dos 8 cubos assim gerados, tendo aresta 1, terá diâmetro igual a v3. 
Como temos 9 pontos, pelo menos um dos 8 cubos conterá 2 pontos, o que 
conclui a demonstração. 


Exemplo 3.7. Seja B um conjunto contendo k elementos relativamente primos 
com m. Mostrar que, se k > p(m) então B possui pelo menos dois elementos 
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cuja diferença é divisível por m. 

Como um sistema reduzido de resíduos módulo m contém b(m) clementos 
ek > dfm), pelo menos 2 deverão ficar na mesma classe de congruência 
módulo m, uma vez que todos são primos com m. Observe que um número 
primo com m deverá, necessariamente, pertencer a uma classe de congruência 
cujo representante é primo com m. 


Exemplo 3.8. Suponharnos que os números de 1 até 15 sejam distribuídos do 
modo aleatório em torno de um círculo. Mostrar que a soma dos elementos de 
pelo menos um conjunto de 5 clementos consecutivos, tem que ser maior do 
que ou igual a 40, 

Observe que, se somarmos todos os possíveis conjuntos de 5 elementos 
consecutivos (são 15), cada um dos números de 1 a 15 terá sido somado 5 vezes 
e que, portanto, a soma total será 5(14+2+3+:::4+15) = 5(154] )15/2 = 600. 
Como são 15 conjuntos distintos de 5 elementos consecutivos, se cada um tiver 
soma inferior a 40, o total será no máximo 15 x 39 = 585, Logo, pelo menos 
um deve ter soma maior do que ou igual a 40. 


Exemplo 3.9. Mostrar que todo inteiro positivo n possui um múltiplo que so 
escreve na base 10, somente com os dígitos O e 1. 

Basta considerarmos a sequência dos n + | números LILIA... 
11...1, onde o último contém n + 1 “1”, Como temos mais números nesta 
lista do que o número de classes incongruentes módulo n, pelo menos dois 
deles estarão na mesma classe. Logo, a diferença será divisível por n. É fácil 


ver que a diferença de clementos da segiiência acima contém somente zeros e 
uns. 


Exemplo 3.10. Um indivíduo estuda pelo menos uma hora por dia durante 
5 semanas, mas nunca estuda mais do que 11 horas em 7 dias consecutivos. 
Mostrar que, em algum período de dias sucessivos, cle estuda um total de 


ao 20 horas. (Admita que ele estude um número inteiro de horas por 
1a). 


Seja d; o número de horas que ele estudou no dia i. São 35 dias. Conside- 
Temos a sequência 


bi=d; 
bz=di+d, 
bs=di + d+ ds 


bn=di+d;+da+---+ do. 
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Como temos 21 números distintos, dois deles, pelo menos, estarão na mesma 
classe de congruência módulo 20. Logo a diferença entre eles deve ser múltipla 
de 20. Como, num período de 21 dias, cle poderá ter estudado no máximo 33 
horas (3 x 11), esta diferença, não sendo nula, terá que ser exatamente igual 
a 20, o que conclui a demonstração. 


Exemplo 3.11. Seja S um conjunto contendo k inteiros tais que nenhum deles 
é múltiplo de m. Para k > m/2 mostrar que existem dois inteiros em $ cuja 
soma ou diferença é divisível por m. 

Observe que se m for par ou ímpar, isto é, m=m oum =2n+1 nós 
temos, em ambos os casos, que k > n+]. Consideremos, agora, os m conjuntos 
$1,82,...,Su onde Sj contém todos os elementos de S congruentes a i ou —i 
módulo m. Como temos n conjuntos e k > n + 1 pelo menos um deles deverá 
conter pelo menos 2 dos elementos de S. Portanto a soma ou diferença destes 
dois elementos será múltipla de m. 

Ú 


3.2 Generalizações - Exemplos f 


O Princípio da Casa dos Pombos pode ser, df maneira mais geral, enunciado 
como: 


Teorema 3.1, Sen gaiolas são ocupadas por nk +1 pombos, então pelo menos 
uma gaiola deverá conter pelo menos k + 1 pombos. 


Demonstração. Isto também é óbvio, pois se cada uma contiver no máximo k, 
como são mn, no máximo nk terão sido distribuídos, o que é uma contradição. 
[m] 


Exemplo 3.12. Numa festa de aniversário com 37 crianças, pelo menos 4 nas- 
ceram no mesmo mês. 

Como 37 =3-12+1 o resultado segue pelo Teorema 3.1 com n = 12 € 
k=3. 


Exemplo 3.13. Se uma urna contém 4 bolas vermelhas, 7 bolas verdes, 9 bolas 
azuis e 6 bolas amarelas, qual é o menor número de bolas que devemos retirar 
(sem olhar) para que possamos ter certeza de termos tirado pelo menos 3 de 
uma mesma cor? 


Consideramos como gaiolas as 4 cores diferentes e, portanto, tomando k = 2 
en =4no Teorema 3.1, temos 4:2+1 = para a resposta do nosso problema. 


Exemplo 3.14. Num grupo de n pessoas (n > 2) existem pelo menos duas 
pessoas com o mesmo número de conhecidos. Neste e nos exemplos seguintos 
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assuminos que a relação dc conhecimento é simétrica, isto é, se a conhece b 
então b conhece a. é 

Vamos particionar estas n pessoas em subconjuntos As, Ay, .. An- onde 
A; é o subconjunto que contém as pesscas que conhecem i pessoas no grupo 
den. Logo, se uma pessoa não conhece nenhuma outra das n — ] pessoas 
ela estará no grupo Ay, se tem somente um conhecido estará em Ay e assim 
por diante, até An, caso ela conheça todas as outras n — 1 pessoas. Mas 
se o subconjunto Aç possui alguém, An, não possui ninguém e vice-versa, 
Isto porque se alguém não conhece ninguém é porque ninguém conhece todos 
e se alguém conhece todos os outros não há ninguém que seja desconhecido 
de todos. Logo, as n pessoas estão particionadas cm n — 1 subconjuntos e, 
portanto, algum subconjunto contém pelo menos duas pessoas, o que conclui 
a demonstração. [a] 

No enunciado a seguir, utilizamos a notação [x]* para designar o maior 
inteiro menor do que ou igual « x. Podemos ver o teorema como uma refor- 
mulação do Princípio da Casa dos Pombos. 


Teorema 3.2. Se colocarmos em n gaiolas k pombos, então pelo menos uma 


gaiola deverá conter pelo menos 


+1 pombos. 


Demonstração. Como 


se cada gaiola contiver no máximo | | pombos, teremos no máximo 


k—1 
| pombos no total. Mas 


k-1 — 
[| en(io =k-1<k, 
n 


O que é uma contradição. [| 


Exemplo 3.15. Em qualquer grupo de 20 pessoas, pelo menos 3 nasceram no 
mesmo dia da semana. 


No Teorema 3.2, tomamos n = 7 e k = 20. Logo, como 


20—1 12 
[E] [S]risarres 


“Esta função será estudada no capítulo 4. 
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pelo menos 3 terão nascido no mesmo dia da semana. (8) 


Exemplo 3.16. Suponhamos 6 pontos no espaço, não havendo 3 numa mesma 
linha. Cada dois pontos ligados por um segmento de reta c cada um desses 
15 segmentos pintado de uma cor dentre duas: azul e vermelho. Provar que, 
qualquer que seja a escolha destas duas cores na pintura dos segmentos, sempre 
existirá um triângulo com todos os lados de uma mesma cor. 

Qualquer ponto À está ligado a 5 outros por 5 segmentos de reta. Existem 
duas cores disponíveis para estes 5 segmentos, logo devemos ter pelo menos 3 
segmentos com a mesma cor. 

Desta forma, temos a Figura 3.1 onde os três segmentos partindo de À 
que são da mesma cor, suponhamos azul (representada pela linha sólida), vão 
para B,C e D. Considere o triângulo BCD. Sc qualquer um de seus lados, BC 
por exemplo, é azul, então existe um triângulo azul, ABC. Se nenhum é azul, 
então BCD é um triângulo vermelho. 


Figura 3.1 


Exemplo 3,17. Em qualquer grupo de 6 pessoas existe, necessariamente, um 
conjunto de 3 pessoas que se conhecem ou que são totalmente estranhos. 

Este problema é idêntico ao anterior, apenas se encontra com uma rou- 
pagem diferente. Basta identificarmos as pessoas com os pontos, a relação 
de conhecimento com os segmentos de uma das cores e o não-conhecimento 
recíproco como os segmentos da outra cor. [m 

No teorema seguinte apresentamos mais uma importante aplicação do Princí- 
pio da Casa dos Pombos, dada por Erdôs e Szekeres [9]. 


Teorema 3.3. Toda segiiência de n2 + 1 inteiros diferentes possui uma sub- 


seguência crescente den +) termos ou uma subseguência decrescente den + 1 
termos. 
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Demonstração. Consideremos a sequência 
01,02,03,...,0m4)- 


Seja t; o número de termos na mais longa subsegiiência crescente começando 
em a;. Se algum t; for pelo menos n + 1, o teorema estará demonstrado. 
Vamos, pois, assumir que ] <t; <n, para todo i. Logo, como temos n2+] t;'s 
(pombos) para apenas n gaiolas (os números 1,2,... ,n), pelo Teorema 3.2 
existe pelo menos uma gaiola contendo pelo menos 


E) 
[EO tina 
n 


pombos. Isto é, existem pelo menos n + 1 ty's que são iguais. Vamos mos- 
trar que os Q;'s aos quais os t;'s estão associados formam uma subsegiência 
decrescente. Suponhamos t; = t; com i <j. Devemos mostrar que a; > q;. 
Se a; < q;, teremos q; < G;, pois, por hipótese, todos os a;'s são diferentes. 
Logo a; seguido pela maior subseguência que começa em q; forma wma sub- 
segiiência crescente de comprimento t; + 1. Isto implica t; > t+], o que é 
uma contradição. [mm] 

Como uma aplicação deste teorema vamos encontrar a subsequência de 
comprimento 4 para a sequência 9,8,4,3,2,7,6,5,10,]. 

Os ty's são: 


n=2 b=2, t3=3, 4=3, t5=3 
te=2,tp=2, ts=2, to=1, tro= 


Existem 5 ty's iguais a 2 (o teorema nos garante pelo menos 4) c quaisquer 
4 (por exemplo ty, ta, te e tz) nos fornecem uma segiiência decrescente (neste 
caso 9, 8, 7, 6). 


Exemplo 3.18. Provar que 7 divide infinitos números da forma 252525 
Ra 29: 


Consideremos primeiramente os oito números abaixo: 


25 
2525 
252525 
25252525 
2525252525 
252525252525 
25252525252525 
2525252525252525 
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Como temos mais do que 7 números, pelo menos dois deles estão na mesma 
classe de congruência módulo 7. Logo, a diferença entre eles é divisível por 7. 
Mas esta diferença é da forma 


a 2525 ...25...0000 = 2525...25- 10%, 


o que nos fornece um número divisível por 7 da forma desejada uma vez que 
o primo 7 não é um divisor de 10%. 

A obtenção de um conjunto infinito pode ser facilmente obtida pela repe- 
tição do que foií feito, utilizando-se sequências suficientemente grandes para se 
[mi 

No teorema seguinte mostramos que o conjunto Q dos números racionais é 
denso no conjunto dos números reais]. 

Provaremos, na realidade, um resultado mais importante do que a simples 
densidade dos racionais. Mostraremos como obter uma sequência infinita de 
aproximações, cada vez melhores, de um irracional, através de racionais pi;/qi. 
No Capítulo 8, sobre frações contínuas, também descrevemos um processo de 
aproximações sucessivas de irracionais por racionais. 


Teorema 3,4, Mostrar que, dados a E Ren > 1, um inteiro, existe um 
racional E, onde! <g<nmn, tal que 


ita oo 


Demonstração. Consideremos os n + 1 números 0,x — [x] 2x — |2a),.. 
na— jnaj, e a seguinte divisão do intervalo (0, 1]: 


k t t + | 
1 Pa 3 ni n-2 n— 
nn mn 


(o) 


als 


mn n 


Como cada um dos n+1 números pertence ao intervalo [0, 1) c este intervalo 
está dividido nos n subintervalos de comprimento 


É 23 n-tn 


=, nes ed 
nn nm n 


É Isto significa que dado qualquer real x existe um racional tão próximo de x quanto 
quisermos. 
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podemos concluir que existem se t0O <s<t<nm, tais que sa — Isa] e 
ta — |ta| pertencem a um mesmo subintervalo. 
Sejam q=t-sep= |ta]- [sa]. Temos, portanto, 


Ige—pl = I(t-s)a— [to] — [sol 
= I(ta— tal) — (sa — |sa]))| 
pe 
n 
Logo laio o 


Como em (3.1), q <n, temos, de fato, provado que 


1 


7 
“Cqó a 


q 


Em (3.1) e (3.2) podemos, obviamente, supor que p e q são relativamente 

; ; a 5 
primos. Se « for um racional, a = —, onde (a,b) = 1 cb > 0, então a 
desigualdade (3.2) tem somente um ao finito de soluções em números p 
e q relativamente primos pois, se « dE —ep>o0, temos 


a-- 
g 


E- 


a pj loa-bpel, + 
b q ba bg 
donde concluímos que, sendo (3.2) verificado, q < Db. 


No teorema seguinte mostramos que (3.2) possui infinitas soluções para a 
um irracional. 


Teorema 3.5. Se a é um irracional, então a desigualdade (3.2) possui um 
número infinito de soluções em inteiros p e q relativamente primos. 


Demonstração: Seja n; um inteiro, n; > 1. Pelo Teorema 3.4 obtemos um 
par de inteiros py e qr, relativamente primos, tal que 


1 
mig 


onde 1< gy <7Tu4. Como « é irracional, By É O. Logo podemos escolher um 

inteiro iz > Bm o determinar inteiros p e q2, relativamente primos, tais que 
1 

1 


1 
<— <—<B1 
mag ” mm 


P2 
= qu he 
B2= | a 
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com 1 <q2<mnz. Repetindo este procedimento, obtemos uma segiência 
infinita decrescente de números positivos 


Br>Bz>B3>-->Bi>- 


onde o número 


5 
ts) 


isfaz a desigualdade B; < 1 /a2, o que conclui a demonstração do teorema. 


No teorema seguinte apresentamos mais uma importante e simples con- 
segiiência do Teorema 3.4. 


Teorema 3.6. Para « um irracional o conjunto (m +na,m,n E Z) é denso em 
R. 


Demonstração. Devemos mostrar que para todo 3 real e e > 0, arbitrário, 
existem inteiros mn tais que |B — (m + no)| < e. 


Escolhamos, inicialmente, N tal que N <€. Paraeste Neo « dado, o 


Teorema 3.4 nos garante a existência dc inteiros p e q tais que 


| A! 
ax —vl< q 


Sendo « irracional, fa fi> 0. 
Podemos, desta forma, dividir a reta em multiplos de 1 = [ga — p]. 


donde concluímos que existe nm inteiro M tal que Mr < B <(M 4 1Jr. Logo 
B—>Mr = |B—-M(ga—pdl 
IB — (Mp) + (MaJe) 


= B-Imindl<y<e 


Na última sequência de igualdades admitimos r= qu —p. Parar =p— qa 
teríamos tomado m = Mp em = —Mg, o que conclui a demonstração. [mi 
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3.3 Demonstração Combinatória do Pequeno Teorema 


À demonstração que apresentamos para o corolário do Teorema 2.11 segue 
Andrews [3]. 


Teorema 3.7. Sep é um primo e “n” um inteiro positivo, então 
pltn? —m). 


Demonstração: Suponhamos que nós desejamos formar correntes com p con- 
tas coloridas cada uma e que nós possuimos, em mãos, contas suficientes que 
nos permitem o uso ilimitado de cada uma das n cores. Quantas correntes 
diferentes podemos formar? Pelo Princípio Multiplicativo este número é, cla- 
ramente, nº uma vez que cada conta pode ser escolhida em, exatamente, n 
maneiras e são p escolhas para cada corrente. A Figura 3.2 ilustra o caso em 
qen=3ep= 


oe 
8-0 
..o 
E. wSm 4 
OL 


Figura 3.2 


Das n” possibilidades, exatamente n correntes possuem somente uma cor. 
Colocando estas à parte juntamos, da maneira ilustrada na Figura 3.3, as duas 
extremidades de cada uma das nP — n correntes formando nP — n braceletes. 

Nós podemos alterar qualquer corrente de contas removendo uma. conta da 
parte de cima e colocando-a na parte de baixo. Esta alteração produz uma 
corrente diferente sem alterar o bracelete resultante. Quando n=3cp=3. 
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aca 


——» — 


Figura 3.3 


as 24 correntes multicoloridas se juntam, naturalmente, em 8 grupos de 3 
correntes que podem ser obtidas, uma da outra, por uma ou mais repetições 
da alteração que descrevemos. Veja os oito primeiros grupos da Figura 3,2. 
Para cada um destes oito diferentes grupos corresponde um bracelete distinto 
(veja Pigura 3,4). 

Seja k o menor número de vezes que esta alteração pode ser repetida até 
que a corrente original seja reproduzida. Claramente k > 1, desde que nós 
separamos as correntes em que todas as contas são de uma mesma. cor. Observe 
que após 2k alterações o bracelete original será reproduzido novamente e, de 
forma semelhante, após 3k,4k, ete. Pelo algoritmo da divisão de Euclides 
(Teorema 1.2) existem h cr tais que p=hk+r (0<r<k), 

Como uma corrente é reproduzida após hk passos (alterações) e é também 
reproduzida após p passos, serão necessários r passos, após o hk-ésimo passo 
para se obter uma reprodução da coloração inicial. Como r <kekéo 
menor número intófro positivo de passos necessários para a obtenção de uma. 
reprodução, vemos que r deve ser 0. Logo p = hk e, portanto, k = p uma vez 
que k > 1 ep é primo. Consequentemente, as nº —mn correntes podem ser 


agrupadas em grupos de p correntes cada, e é claro que cada grupo gera um 
bracclete diferente. 


Desta forma, o número de braceletes N multiplicado por p fornece o número 
de correntes que não são formadas de uma única cor, que é nº — n. Logo, 
pN=m"-n,istoé, plin? — n). 


3.4 Demonstração Combinatória do Teorema de Wilson 


No Capítulo 2 (Teorema 2.9) mostramos que para p primo a seguinte relação 
se verifica (p — 1)! = —] (mod p). Este resultado atribuido a Wilson (1741- 
1793) por E. Waring em Meditaciones Algebraicae (1770) já era conhecido de 
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oco 
eo 


Figura 3.4 


Leibnitz antes de 1683. 
Apresentamos, a seguir, uma demonstração combinatória para este resul- 
tado seguindo Andrews [3]. 


Teorema 3.8. Se p é primo, então (p— 1)! =—](mod p). 


Demonstração. Isto é óbvio no caso p = 2. Podemos assumir, portanto, que 
7 seja um primo ímpar. Consideramos p pontos em um círculo distribuídos 
de tal forma que eles dividem o círculo em p arcos iguais. Quantos são os 
polígonos que podemos formar unindo estes pontos (cruzamentos de arestas 
são permitidos). Estes polígonos são chamados p-ágonos estrelados pelo fato 
de seus vértices serem os vértices de um polígono regular convexo de p lados. 
E de se esperar que o total de tais polígonos seja p! Isto porque temos p esco- 
lhas para o primeiro vértice, (p — 1) para o segundo e assim sucessivamente, 
Observe, entretanto, que podemos descrever cada um destes p-ágonos de 2p 
maneiras diferentes, isto é, iniciando em qualquer um dos p vértices e esco- 
lhendo uma ou outra das duas arestas naquele vértice como inicial. Portanto, 
nós obtemos, na realidade, p!/2p diferentes p-ágonos. 

A Figura 3.5 mostra os 12 pentágonos estrelados. 
Dos p!/2p p-ágonos, exatamente (p — 1)/2 ficam inalterados quando sub- 
metidos a uma rotação de um ângulo de 27/p radianos. Estes são clama- 
dos p-ágonos estrelados regulares uma vez que são “estrelas“de p pontos 
onde cada ponto é o vértice de um ângulo de (2k + 1x/p radianos, onde 
O<k<(p-1/2). 

No caso p = 5, existem duas de tais figuras, mostradas na terceira linha da 
Figura 3.5. No caso p = 13 as seis figuras estão ilustradas na Figura 3.6. 

Os restantes p!/2p—(p—1]/2 p-ágonos estrelados pertencem. naturalmente, 
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ST 


Ebay 
xo O 


Figura 3.5 


a conjuntos de p elementos onde os membros de cada conjunto podem ser 
obtidos de um único elemento por sucessivas rotações de 27/p radianos. A 
observação de que existem p elementos em cada conjunto pode ser verificada 
como na demonstração do Pequeno Teorema de Fermat, onde nós mostramos 
que cada bracelete provém de p sequências de contas. Quando p = 5, existem 
2 de tais conjuntos que constituem as primeiras duas linhas da Figura 3.5. 
Desta forma, o número total de conjuntos é 


E-2P (p=) 
Y P = 2p 


Como 2pIllp — 1)! —- p + 1], então plltp — 1)! + 1]. [| 


3.5 Problemas Propostos 


1. Quantos estudantes uma turma precisa conter, no mínimo, para que pelo 
menos dois estudantes tirem notas iguais no exame final, dado que as notas 
variam de O a 10 e apenas uma casa decimal é utilizada quando necessário? 


2. Suponha agora que as notas possíveis são conceitos A, B, €, DeF. Qualo 
número mínimo de estudantes para que pelo menos 5 tenham conceitos iguais? 


3. Existem 25 milhões de linhas telefônicas cem um determinado estado, iden- 
tificadas por uma segúência de 10 dígitos da forma NXX— NXX— XXXX, onde 


35. PROBLEMAS PROPOSTOS — e? 


Figura 3.5 


N é um dígito entre 2 e 9, inclusive, X é um dígito qualquer e os primeiros 3 
dígitos constituem o código de DDD. Quantos códigos distintos de DDD o es- 
tado deve admitir para que a cada linha telefônica, corresponda uma sequência 
de 10 dígitos distinta das demais? 


4. Existem 83 casas em uma rua. Ás casas são numeradas com números entro 
100 e 262 inclusive. Mostre que pelo menos 2 casas têm números consecutivos. 


5. Quantas pessoas, no mínimo, devemos ter em um grupo para que possamos 
garantir a existência de pelo menos duas tendo nomes que começam com a 
mesma letra? (Considere un alfabeto com 26 letras). 


8. Supondo que os números de RG sejam constituídos de 7 dígitos, quantas 
Pessoas, no mínimo, devemos ter em uma cidade para que se tenha certeza 
da existência de pelo menos duas com os primeiros dois dígitos (da esquerda) 
iguais? (Admita que um RG possa ter “9” como dígito inicial.) 


7. Uma escola possui 46 classes com uma média de 38 alunos por classe. O 
que se pode dizer a respeito do número de alunos na maior? 


8. Um restaurante possui 62 mesas com um total de 314 cadeiras. E possível 
garantir a existência de pelo menos uma mesa com pelo menos 6 cadeiras? 


9. Dados 12 livros de português, 14 de história, 9 de química e 7 de física, 
quantos livros devemos retirar (sem olhar) para que estejamos certos de termos 


CAPITULOS. TEORIA COMBINATÓRIA DOS NÚMEROS 


retirado 6 de una mesma disciplina? 


10, Mostrar que em um grupo de apenas 5 pessoas o resultado do Exemplo 
3.17 não é necessariamente verdadeiro. (Sugestão: construir uma figura com 
os 5 pontos ligados por cê = 10 segmentos de reta, onde não exista nenhum 
triângulo tendo todos os lados de mesma cor) 


11. Encontrar a maior subsegiência crescente e a maior subsegiência decres- 
cente para cada uma das segiiências abaixo: 

(a) 6, 4,5,3, 2; 

(5) 8,7,9,2,3,6, 10, 12, 15, 5; 

(c) 5, 10, 2,8, 3, 12,14, 17,9, 7; 

verificando se clas estão em concordância com o Teorema 3.3. (As respostas 
não são únicas.) 


12. Mostrar que 11 divide infinitos números da forma 363636... 36. 


Capítulo 4 


Funções Aritméticas 


41 Funções Aritméticas 


Neste capítulo, introduzimos o conceito de funções aritméticas e apresentamos 
vários resultados sobre as funções aritméticas multiplicativas. Como será visto, 
para avaliarmos uma função multiplicativa é suficiente sabermos seu valor em 
potências de primos. 

Embora neste trabalho estejamos abordando apenas aspectos elementares 
de algumas funções aritméticas multiplicativas, vale mencionar que este concei- 
to é de fundamental importância em Teoria Algébricas de Números (produto 
de Dirichlet) ce Teoria Analítica de Números (séries de Dirichlet). 

Sobre números perfeitos, apresentamos uma caracterização dos perfeitos 
pares dada por Euclides e Euler. Introduzimos, também, os números de Pi- 
bonacci, apresentando apenas algumas propriedades desta importantíssima 
seguência. 

As Funções T(n) e o(n) 
Definição 4,1 Chamamos função aritmética a uma função definida para todos 
os inteiros positivos. 

A função & de Euler é um exemplo de função aritmética. Definimos, a 
seguir, duas outras importantes funções aritméticas. 


Definição 4.2 T(n) é o número de divisores positivos de n. c(n) é a soma dos 
divisores positivos de n.. 
Com a notação de somatório podemos facilmente expressar estas definições 


da seguinte forma: 
An=51, cn=5a 


ain din 


O resultado abaixo nos dá uma fórmula para o cálculo de q(n). 
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Proposição 4.1 Sen =py pps" ---pp”, então 
Tin) =(0,+NDlaz+1)--(a,+1) 

Demonstração: Como todo número de forma pf com O <t < ay é um divisor 
de p$", então o número de divisores de pj! é (0141). Caso n possua somente 
dois fatores primos distintos, i.e, n = py! P>, a Proposição 1.7, juntamente 
com o princípio multiplicativo nos garante t(n) = (ay + 1)(a2+1). O caso 
geral segue facilmente por indução. a 
Exemplo 4.1 Como 12 = 22.3 temos T(1Z) = (2+1).(1+1)=6. 
Definição 4.3 Uma função multiplicativa é uma função aritmética (não-nula) tal 
que f(mn) = f(m)f(n) para todo par de inteiros positivos m e n relativamente 
primos. 

Uma função aritmética para a qual f(mmn) = f(m)f(n) para quaisquer m e 
n é chamada completamente multiplicativa 

O teorema seguinte nos permitirá concluir, imediatamente, que as funções 
t(n) e o(n) são ambas multiplicativas. 
Teorema 4.1 Se f(n) é uma função multiplicativa então 

F(n)=> fa) 
din 
é também multiplicativa. 
Demonstração: Devemos mostrar que F(m :n) = Fim) -F(n) param en 
relativamente primos. Pela definição de F(n) temos 
Fm:m)= >. f(d). 
alma 


Como (m,n) = 1, a Proposição 1.7 nos diz que todo divisor de mm pode 
ser expresso, de modo único, como o produto de dy e dz onde dim, dan e 
(dy, dz) = 1 e que para cada par de divisores d) de m e dz de n corresponde 
um único divisor d = didz de mn. Logo, 


Emnj=5 Ha)=5 fardo) 
dim a lg 


Mas, como f é, por hipótese, multiplicativa temos 
Fimn)= 5 fardo) 


dim 
din 
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=) 5 fanftdo) 


dilm calm 


=5 fd) Do fldo)= Hmm). 


dim dim 
Corolário 4.1 As funções T(n) c o(n) são multiplicativas. 


Demonstração: Como 
(n=51, e cnj=5 a, 
din dfn 


o resultado segue, pois as funções f(d) = 1 e f(d) = d são multiplicativas. O 


Proposição 4.2 Para p primo e a um inteiro positivo temos que 


pelo 
Nz[— — 

o(pº) = Pol e 
Demonstração: Já vimos, na Proposição 4.1, que t(pº) = a +]. Como 
o(p9=1+p+p2++pê a fórmula o(pº) = (pt! -1)/(p— 1) segue do 
fato de que para x £1. 


T(p)=a+1. 


xn+ 1 
Iaxtpepri=DD"0 O 
x-1 
Proposição 4.3 Sen = py'p$ºp$º -- pe, então 
T pato r 
o(m)=[[2-— e m)=[[a+). 
e PI i=1 


Demonstração: Como r(n) e c(n) são multiplicativas temos, pela Proposição 


42, 
dn) = alpypH epi) 
= (pyJe(piD-cemlpe”) 
= (as + Me241)(041)=Ttac+) 
: i=l 


o(n) = otpj'p? pr) 
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= olpyJo(p5) --olpir) 
—1 pg +13 


A fórmula para o(n), dada por esta proposição, poderia também ser demons- 
trada através do princípio multiplicativo como fizemos para t(n) na Proposição 
41. 


4.2 A Função & de Euler 


Voltamos, agora, nossa atenção para a função p de Euler . Antes de demons- 
trarmos que esta função aritmética é também multiplicativa vamos demonstrar 
o seguinte teorema. 


Teorema 4.2 Para p primo e a um inteiro positivo temos 
dp) =pº - ps], 
Demonstração: Pela definição de p(n) sabemos que &(pº) é o número de 


inteiros positivos não-superiores a pº e relativamente primos com pº. Mas 
os únicos números não primos com pº e menores do que ou iguais a pº são 
aqueles divisíveis por p. Como os múltiplos de p não-superiores a pº são, em 
número, p“-!, o resultado segue. 

Exemplo 4.2 (4) = 4(2)=22-2]=2, (27) = 4(23))=3º-32=18. 
Teorema 4.3 À função p de Euler é multiplicativa, isto é, b(mn) = Gimp ln) 
para (mn) = 1. 


Demonstração: Vamos dispor os números de 1 até mn da seguinte forma: 


1 m+] 2m+] sk (n=Dm+1 
m+2 2m+2 aa tn— Dm +2 
3 m+3 2m+3 ai (n—-Dm+3 
m 2m 3m ec nm 
Se na linha r, onde estão os termos ,m + rim +r,...,(n— Dm+r, 


tivermos (m,r) = d > 1, então nenhum termo nesta linha será primo com 
mn, uma vez que estes termos, sendo da forma km + 1,0 <k <n— 1, são 
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todos divisíveis por d que é o máximo divisor comum de m e 1. Logo, para 
encontrarmos os inteiros desta tabela que são primos com mn, devemos: olhar 
na linha r somente sc (m,1) — t. Portanto temos &(m) linhas onde todos os 
elementos são primos com m. 

Devemos, pois, procurar em cada uma dessas G(m) linhas, quantos elemen- 
tos são primos com n, uma vez que todos são primos com m. Como (mnyj=1 
os elementos rm +tr,2m+r,...,(n— Im +r formam um sistema completo 
de resíduos módulo n. Logo, cada uma destas linhas possui pn) elementos 
primos com n €, portanto, como eles são primos com m, eles são primos com 
mun. Isto nos garante que p(mn) = d(mjp(n). (m] 


Teorema 4.4 Paran = p''p$pSs.. par, temos 


voen(=5) (1-5) (1-8) 
Pa Pz Pr 
Demonstração: Pelo Teorema 4.2 temos 


dp) =p prol =pag- 1), 


Pi 
Portanto o teorema anterior nos garante que 


1 1 
dlpPpP--pe)=pr- pen) paro 
1P2 r 1 py P2 ( pa! pra ) 


=p pé 


=no-Lg-Ln-), 
pa Pz Pr 

Antes de demonstrarmos o Próximo teorema, apresentamos um caso espe- 

cial do mesmo para ilustrarmos a idéia usada na demonstração. Consideramos 

da - 20. Os divisores de 20 são: 1, 2, 4,5, 10e 20. É claro que o máximo 

divisor comum de qualquer núincro m,1 <m < 20 e 20, é um dos divisores 

de 20. Vamos separar os números de 1 a 20 em conjuntos Ar, onde i é um dos 


divisores de 20, colocando em Ai todos os m's, tais que (m,20) = 1. Desta 
forma temos 


Aj=(1,3,7,9,11,13,17,19), 
Az =(2,6,14,18), 


As =[4,8,12,16), 
As =(5,15), 
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Ar =00, 
Aro = (20). 


Estes conjuntos são, obviamente, disjuntos e a união deles é o conjunto 
(1,2,3,...,20). Na tabela abaixo temos o número de elementos para cada Ai. 


Conjunto A; Número de elementos em A; 


A 8 = p(20) = 4(20/1) 
A 4=4(10) = 4(20/2) 
Aq a=4(5) = q(20/4) 
As 2=4(4) =6(20/5) 
Ay 1=4(2) = 6(20/10) 
Az 1=601) = (20/20) 


Observe que, se i é um divisor de 20, 20/1 também é. Mostramos, pois, que 


> o(a) =20. 


djzo 


No tcorema seguinte mostramos que este resultado vale em geral. 


Teorema 4,5 Para qualquer inteiro n temos, 


>eta)= 


dn 


Demonstração: Separamos o conjunto (1,2,3,... ,n) em classes Aq, uma para 


cada divisor d de n. Na classe Aq colocamos todos os elementos m, onde 
I<xm<n, tais que (m,n) = d. Sabemos, pelo corolário da Proposição 
1,4 que (m,n) = d se, e somente se, (m/d,n/d) = 1. Como m/d < n/d, 
podemos concluir que m está cm Aq se m/d for relativamente primo com n/d. 
Logo, em Aa temos exatamente (n/d) clementos. Como cada elemento m 
de (1,2,... ,n) se encontra em somente uma das classes Aq. temos que 


Dona) = 


din 


O fato de que para cada divisor d de n,n/d é também um divisor de n, 
significa que quando d percorre o conjunto dos divisores de n,n/d também 
percorre este mesmo conjunto. Portanto, Dam td) =; (m] 
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4.3 A Função q de Môbius 


Definimos a seguir uma importante função aritmética que também é multipli- 
cativa, a função u de Môbius. 


Definição 4.4 À função u de Móbius é definida por, 


mb=1 e para n=pppS...pe 
uin)=(-1)" se g=m=...=q,=1 


u(n) =0 caso contrário 
Esta definição nos diz, portanto, que j(n) = O sempre que n for divisível 
pelo quadrado de algum primo. 


Exemplo 4,3 u(2) = —1. (6) =u(2x3)=(—1)2, 
—1, pois 30=2x 3x5. 


m(12)=0, u(30) = (—1)) = 


Teorema 4.6 4 função u de Môbius é multiplicativo. 


Demonstração: Sejam m em tais que (mn) = 1. Se para algum primo 
PpiImm, então pZjm ou pn, uma vez que (mn) = 1. Logo, em ambos 
os casos u(mn) = u(mJu(n). Se nenhum deles é divisível pelo quadrado de 
nenhum primo, então m = Pyp2...pren = quaz...gs e, portanto, mn = 
Pipz-- Praga": as. Logo, 


em) = (198 = (>)(=1) = p(mdu(n), 


o que conclui a demonstração. [nu] 


Teorema 4.7 


- “fls n=1 
=Dua-(o se n>1 


am 


Demonstração: Sendo u(d) multiplicativa, o Icorema 4.1 nos garante que 
Fm) é multiplicativa. É, pois, suficiente avaliarmos F(n) para n =p". Mas, 


= 
BS 
Y 
M 
E 
a 
n 


“(D+ lp) + u(p?) + + lp") 


] 


i+u(p)=1-1=0. 


Logo F(n) = 0 para todon > 1 e como F(1) = 1 a demonstração está completa. 
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Uma outra maneira de demonstrarmos este resultado seria observar que na 
> u(d) 
dm 


os únicos termos que não são nulos vêm de d = 1 e dos divisores que são 
produtos de primos distintos, i.e., 


soma 


Dm) =1+u(pi) ++ ulpo) + ulprpa) + ulprpa) + 
am 


++ pulp ++ ulpyporee Po) 
ku y Y 
=1 —1 pre = 
(Den (ente (Dn 
=(1-1'=0. 
onde, na última linha, foi usada a fórmula da expansão do binômio de Newton. 


[mi 


4.4 A Função Maior Inteiro 


Definimos, abaixo, a função “maior inteiro”. Esta é uma importante função 
em Teoria dos Números que introduzimos aqui, embora não seja, pela nossa 
definição, uma função aritmética. 


Delinição 4.5. A função “maior inteiro” é a que associa a cada real x o maior 
inteiro menor do que ou igual a x. Denotamnos este valor por |x). 


Exemplo: |2] = 2;/3,2/=3;[-5,1] = —6; [0,380] = 0. 


No teorema seguinte temos algumas propriedades desta função, 


Teorema 4.8 Para um número real x temos: 
1. |x+n] = |x]+m, para todo inteiro n. 
2 lx<x<|x+ix-i<lgisx 0<x—|x|<l. 
3. Sex É Z, então |-x| = —|x) —1. 

D+ ups bery] <bd+ ya. 


lx] +i-x]=0sexéuminteiroe—] sexgZ. 


= 


a 


lx] x aca pts 
6. |—|= [E para m um inteiro positivo. 
m m 


= a 
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7. [x] - 2h] =| ea E pt 


8. Sem é um inteiro positivo, |n/a] é o número de inteiros do conjunto 
T1,2,3,...,n) que são divisíveis por a. 


Demonstração: As afirmações (1), (2) e (3) são conseqiiências imediatas da 
definição de |x|. 

(4) Sjamx=n+taey=m+fondenem são inteirose0O<a<1,0< 
B<1. Logo, 


bl+lyJ=n+m 
=|n+m] 
<|in+a+m+8] 
= [x+u] 
=n+m+la+B] 
<n+tm+] 
=x] +lyl+1. 


(5) Sendo x=n + a, temos -x=-n— 1 +] — a. Logo, 
bJ+l=x|=n+|-n=-1+1-«] 
Da-n-l+[I-aj=0 


sex=0,e-]seax>o. 


(6) Sejux=n+a 0<a<1, Sabemos, pelo algoritmo da divisão, que 
existem gertaisquen=qm+r, O<Xr<m-—]. Portanto, 


[E] =[Crtrts|-oet42] ns 


Pois0<r+a<m umavezqueO<Sa<le0O<r<m-l. Mas, 
ta) mn qm+r r 
| =|m]= m =|a+5]=a 

O que prova (6). 


(MSex=n+a, Osa<llx=n. Se0<a< 1/2 entãoZa<le 
[2x] = |2n +20] = 2m é par, o que implica [2x] —2[x] = n—2n. = 0. 
Sell<a<lI<2k<2e [2x] = 2n +24] =2n+1 é impar e 
lx|-2|x|=20+1-2n=1. 
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A demonstração de (8) está entre os problemas resolvidos no final deste 
capítulo. [| 
Conhecida esta função |x), o Teorema 4.7 pode ser, agora, enunciado como: 


Luta= [5] 


dim 


Utilizando propriedades desta função “Maior Inteiro” apresentamos dois 
1 


dai nt 
tcoremas fundamentais. Uin deles tem como corolário o fato de Eni ser 
um inteiro para todos os naturais n ck com k <m. 
Teorema 4.9 Seja n um número natural e p um primo. Então o expoente da 
maior potência de p que divide n! é dado por: 


eBllileo 


Demonstração: A série em (4.1) continua enquanto p* S n. Se ha denota o 
número de termos na segiiência 1, 2, 3,...,n que são divisíveis por p”, então 
o expoente N é, claramente, dado por hy + hz + ha +---. 

Os naturais <n que são divisíveis por p* são 


n 
1:9%,2-9%,3-p%..., E pr, 


Desta forma temos que ha = | E 


| o que concluiu a prova do teorema. 


[m| 
Observamos que, pelo Teorema 4.8(6), temos 


h 
de= [çd) 


Isto nos diz que podemos determinar os números ha dividindo, su 
por p e não por potências de p. Isto fornece uma maneira mais 
determinar N. 


Exemplo 4.4 Sen = 1? cp =2 temos 


Ele lecdgjes = 
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Logo N=9+4+4+2+1=16. 
Teorema 4.10. Sen, ny,n2,...,Tis são números naturais inis que 
n=m+n+-+ns 
então o quociente 
mn! 
manal.oms! (4.2) 


é um inteiro. 
Demonstração: Seja m um número natural. Da relação 


no mom 
“=24a 


Ns 
avi 
mom m m 


obtemos, pelo Teorema 4.8(4), a desigualdade 


n m nz ns 
RA RA Rd 2h psi |, 
[51 > 1] + 18] + +: (4.3) 
Seja p um fator primo de n! e substitua m, na desigualdade (4.3), sucessi- 
vamente por p,p2,p3,.... E 


Adicionando-se as desigualdades assim obtidas temos 


| my n2 n 
Elal=2ia)+elB|++2 [E] 
VI — 1 5 lg 
21 Ê 121 P =] pt x pt 

Pelo Teorema 4.9 a soma do lado esquerdo desta desigualdade é o expoente 
da maior potência de p que divide n! e, pela mesma razão, a j-ésima soma do 
lado direito é o expoente da maior potência de p que divide my;!. 

Desta última desigualdade, concluímos que a maior potência de P que divide 


o denominador de (4.2) também divide o numerador. Portanto o número (4.2) 
à um inteiro. 


Na seção seguinte fornecemos um resultado que relaciona as funções p de 
Euler e u de Móbius . 


4.5 Uma Relação Entre as Funções & e yu 


Teorema 4.11 Para indo inteiro n > 1, temos 


bin) =D u(aiT. 


din 
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Demonstração: Se k € (1,2,3,... ,n), então [1/(n,k)]= 1 se(n,k)=1e0 Teorema 4.12 (Fórmula de Inversão de Móbius) Se duas funções aritméticas 
se (n,k) > 1. Logo a função 4(n) pode ser expressa como f(m) e gm) satisfazem uma das duas condições 
din=5 leo) =p ota ony=D ae(T) 
& tin) am 
Se nesta equação usarmos o fato de que para todo n, então elas satisfazem as duas condições. 
Demonstração: Supomos que 


e Hm)=5 o(a), 


dim 
teremos, 
nestas condições temos: 


(m) = (a). : 
p da Dutar(T) = > utajrtas 


dim dd'=n 


q 


Mas, se difn,k) então dn e dlk, o que nos permite escrever a última soma 


o É = >. u(d) o gím 


dd'=n mid” 
dim) = E Lua. = > uiag(m) 
k=1 dn dmh=n 
ak = 5 gm ua) 
Nesta soma, para cada divisor d de n, devemos somar somente para os k mh'=n alht 
que são múltiplos de d. Sabemos que k = qd, 1<k <nm se, e somente se = 
I<q<n/d. Logo, À , Pelo Teorema 4.7 a soma > ua) é igual a zero para h' > 1 e iguala 1 
dj” 
n/d para h/=1, Logo 


dm)=> > ula) 
din q=1 Ducar(a ) = tm). 


n/d din 
= =s u(d) >. 1= da u(d Reciprocamente, suponhamos 
dn q=1 
n 
Nos Teoremas 4.5 e 4.11 provamos dois resultados relacionados com a função g(n) = > ntdjf (5) E 
din), am 
Então 
n=5 ela) e pim=5 nldhç. 
an an > o(a) - 35 ua n(5) 
Estas duas fórmulas representam um caso especial de um importante teore- am dm dia 


ma sobre a função de Móôbius, conhecido como fórmula de Inversão de Móôbius, 
que apresentamos a seguir. 


>. matim) 


d'mh=n 
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= 5 tm) ud) 


miv=n FUI 


Novamente, pelo Teorema 4.7, vemos que a soma 


> na) 


d'jh” 


“iguala zero para h' > eigualal parah/=1. Logo, Damstd) =f(n).0 
Como, pelo Teorema 4.5, 


n=> é(a) 


din 


cas funções f(n) = ne g(n) = &[n) são ambas multiplicativas, o Teorema 
4,11 é consequência imediata do Teorema 4.12. 


4.6 Números Perfeitos 


Definição 4.6 Dizemos que um número n é perfeito se ele for igual à soma de 
seus divisores próprios, i.e., dos divisores positivos menores do que n. 

Utilizando-se da função o(n), um número é perfeito se o(n) = 2n. Como a 
soma dos divisores próprios de 6 que são 1, 2e 3 é 6, 6 é um número perfeito. O 
número 28 também é perfeito (28 = 14+244+7+14). Não se conhece nenhum 
número perfeito ímpar e não temos nenhuma prova a respeito da existência 
ou não de tais números. 

Até o presente momento são conhecidos somente 31 números perfeitos e 
não se sabe se a lista de tais números é finita ou não. 

No teorema seguinte fornecemos um resultado cuja primeira parte já era 
conhecida por Euclides. 


Teorema4.13 (Euclides-Euler) Sep = 2"*!-1 for primo, então m = p(p+1)/2 
é um número perfeito par, e sem for um número perfeito par, então m = 
220411), onde PH 1 =p é um primo. 


Demonstração: Se p = 2"t1 1 é primo, então 2º = (p + 1)/2. Logo, se 
tomarmos m = 2"p teremos, pela Proposição 4.3 


eotm) = o(2"p) = c(2"Jo(p) 
(re | ) 


= (+= (0 ke + =plp+ 0) =2m. 
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O que significa que m é perfeito. 
Agora, se m é um número perfeito par, então m = 2"m,, onde my é ímpar 
en>0. Como o é multiplicativa. 


o(m) = o(2)o(mi) = (2! — Do(m,). 
Sendo m perfeito, ctm) =2m = 2"+Imy. Logo, 
(2H Do(m)=2"Hm. (4.4) 


Sabemos que (21H - 1,2M+1) = 1, portanto se d = (mi, o(ms)) temos que 
(ms/d, o(mi)/d) = 1 c dividindo-se os dois membros da última equação por 
d obtemos 


(ortt — a) tm) = quam 


d d' 
o que nos permite concluir que 
. my m 
AN E Aa m 
( a 


ou seja, que my = d(22+! — 1). Logo, levando-se este valor de my em (4.4) 
obtemos o(m)) = 2"Ha, 
Provamos, agora, que d = 1. Se d fosse diferente de 1, my teria pelo menos 
os divisores d,my, (2741 - 1) c 1. E portanto, 
colm)>m+2""-I+1+ad 
= n+27l4a 
=" .gp2tlra 
= (d+ 1)2+ Isgrgo otmi) 
o que é absurdo. Logo d=1],m =2H-1em=2"m=2(2H01), 
Precisamos provar que my =2"*! — 1 é primo. Mas, 
cim) = o(2")o(m)) 
=pioynam+ >. h) 


Ichem 


himy 
20 gotas )=2m. 
Nesta desigualdade teremos a igualdade somente no caso em que a soma dos 


divisores h dem com 1<h<my for nula. Como om) = 2m esta soma tem 
que ser nula, o que implica scr m| primo. D 
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47 Recorrência e Números de Fibonacci 


Com o objetivo específico de definir e estudar algumas propricdades interes- 
santes da sequência de Fibonacci, vamos introduzir um tipo especial de função 
aritmética. 
* Para a, b,xo c x) números quaisquer definimos (0) = xo, (1) =x) e f(n+ 

D=afin)+bfin—1), yn>1. 

Pode-se mostrar que isto determina f(n) de maneira única, dependendo 
somente de xo,Xj,4 e b. 

Para facilitar a notação escrevemos xn = f(n.). Com esta notação 
f(n+ 1) =af(n)+bf(n — 1) se escreve 


Xn+41 = 0Xn + bxn-1. (4.5) 
A esta relação chamamos recorrência. 


Definição 4.7 Chamamos segiiência de Fibonacci ou, simplesmente, 
“números de Fibonacci” à sequência Fo =0,Fy =1,...,Fn,..., onde Fay = 
Fat Eno 

É claro que esta segiiência é um caso especial da recorrência (4.5), onde 
tomamosxo=0ex)=a=b=1. 

Utilizando-se da relação (4.5), podemos encontrar xn para qualquer n, mas 
com a desvantagem de termos que gerar os termos intermediários xs para 
s < mn. Seria, pois, vantajoso se pudéssemos obter uma fórmula que nos 
permitisse encontrar diretamente xn cm função de xo,x1,a e b. Isto, embora 
nem sempre possível, pode ser feito para a recorrência (4.5). 

A equação (4.5) pode ser reescrita como 


xn— kxy = (4 Km — kana) + (br ak KZ). 


Se denotarmos as raízes de k — ak — b = O por ky e kz teremos que 
kitkz=ae 


Xnpi— kra = kalxn — kyxn-1) 
Xn41— kzxm = kilxn — kzxn- 1). 
Por iterações sucessivas destas duas equações temos: 
Xn+t— kixn = Kilx — ixo) 
Xn41— kzxn = KT (xa — koxo). 
Subtração membro a membro nos dá: 


kz — Kilxa = (x — kyxo]kZ — (xy — koxolkT. 
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Neste caso se ky É kz temos: 


Bei — kaxo)kZ — (xa — kaxo)kp 
= (4.8) 
Portanto, esta última equação nos fornece a fórmula desejada no caso de raízes 
distintas k, c ko. 
Vamos considerar, agora, o caso em que k2—- ak—b = 0 possui duas raízes 
iguais. Neste caso é óbvio quea = 2ke b = —k2. A recorrência (4.5) pode, 
portanto, ser escrita na forma: 


X%n= 


%m1=2kkn —Kxn- 
Por aplicações sucessivas desta fórmula podemos obter 
x2=2kxy —kxo 
x3=2kx — kx = 3kx — 2k'xo 
x4 = 2kx3 — k2xo = 4kêx) — 3k!xo 
x5 = 2kxg — kx3 = 5kºx — dlôxo. 
Uma cuidadosa observação da segiiência acima nos sugere a seguinte con- 
jectura: 
tn=nk Io (n- 1)k"xo (4.7) 
a qual pode ser demonstrada por indução. O caso n = 1 é óbvio. Vamos supor 
que (4.7) seja. verdadeira para todo m menor do que ou igual a n. Logo 
Xn41 = 2kxn —k2x504 
= Zn a — fr 1)kixo) fm = 3 — (nn — 2)k8- 1x0) 
=(n4+0k'x —nk't xo. 
o que prova a validade de (4.7) Yr,n > 1. 
Podemos, agora, obter uma fórmula cxplícita que nos forneça para cada 1 


9 enésimo número de Fibonacci Fr. Como, no caso da sequência de Fibonacci, 
*%=0ex=a=b=1 asraízeskek;dek -k-1=0são 


“1-v5 p= + vB) 
= tv e EVA, 


k 
1 5) e 3 


€; portanto, de (4.6) temos: 


IN SACA UNA CA 
ess) 
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Fazendo-se uso desta fórmula é possível provar várias outras propriedades 
que são satisfeitas pelos números de Fibonacci. Lembramos ao leitor que 
algumas relações já foram introduzidas nos exercícios do primeiro capítulo. 
Nos problemas resolvidos que apresentamos a seguir mostramos, dentre outras 
propriedades, que o máximo divisor comum de dois números de Fibonacci é, 
também, um número de Fibonacci. 


4.8 Problemas Resolvidos 


Problema 4.1 Mostrar que se min então FnlFn, onde Fn é o n-ésimo número 
de Fibonacci. 
1 5 
ar df 
En = (a"— pN)//5. Logo, como min temos que n = km e a identidade 


temos, por (4.8), que 


Solução. Considerando « = 


en pr (omjk = (pmyjk 
v5 v5 
(=) (om 4 (ABM) 4.4 
v5 
am(pmys-24 (pmyko 
= Emllo Ms (pm?) 


FrE 


nos permite concluir que FmlFn. 


Problema 4.2 Mostrar que os números de Fibonacci satisfazem 
Fan = FmoiFn + mn. (4.9) 
Solução. Por indução em n, Paran = 1 temos: 
Fm = Fmoifi + Emf2= Ent + Em. 
Supondo válida para todo n < k temos 


Eme = FmoiFk + Fmfaa 
Emei n= FmoiFk-1 + EmFk 


as quais somadas, membro a membro, nos fornecem 
Fm Eme gen FmslFk + Fa) + FamlFe + Po) 


isto é, Fms(k+1)= EmoiFkss + EmFa+z: O que conclui a prova por indução. 
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Observamos que a identidade (4.9) permite provar, por indução, o resultado 
já mostrado no Problema 4.1. É 


Problema 4.3 Mostrar que se m =nq + r, então (Fm, Fn)= (Fa, Fo). 
Solução. Pela identidade (4.9) temos (Fm, Fn) = (Pagar Fu) = (Fng-iFr + 
FngFr+1, Fn). Como FnlFnq e para ble, (a +c,b) = (a,b) (veja exercício 34 do 
cap. 1) segue que: (Fu Fa) = (Fng-1Fr + FngFrat Fa) = (Fng-1Fr, En). 
Mostramos, a seguir, que (Faq-1Fn) = 1. Seja d = (Fng-1, Fa). Como 
diF, e FnlFna temos que dlFnq e diFng-1 O que implica d = 1, pois números 
consecutivos de Fibonacci são primos entre si (ver exercício 14 do cap. 1), 
Logo, como (a,€) = 1 implica (a, bc) = (a, b) temos, (Fm, Fn) = (Fng-1F+, F, 
(FF). 
Problema 4.4 Mostrar que (Fm, Fn) = Fimn) 
Solução. Calculamos o máximo divisor comum de me n pelo processo das 
divisões sucessivas descrito no Teorema 1.8. 
Supondo m >, temos: 


m=nqi+rnO<r<mn 
n=mqz+r2,0<ra<r 
Tm=Tag3+rs0<ra<r 


Tn2=T1Gn+TÔ< TA <Tn 
Tn-1=TnQue 1 HO 


Aplicamos o resultado do Problema 4.3 a cada uma das igualdades acima, 
obtendo (Fm, Fn) = (Fm Fr) = (Foo Fr) = += (Fry, Fr) Como Falta 
temos F,, F,, |, donde concluímos que (Frios Fm) = Fm = Fim n) uma vez 
que tn é o último resto não-nulo na sequência de divisões acima. i 

Observamos que o que acabamos de provar implica que m/n caso FmlFn, 
Pois se FmlFn então, (Fm, En) = Fm e como (Fm, En) — Frmn) concluímos que 
m=[(mn), isto é min. k 


Problema 4.5 Mostrar que p(nm) = nb(m) se todo primo que divide n divide 
m. 


Solução. Como todo fator primo de n divide m temos: 
n=py'p?.--pê 
m= (pfipõr... 


pÊlab ar. gr). 


ntated 


Problema 4.6 Mostrar que 


P 
aa 


onde P é o produto dos primos comuns a mem. 

Solução. Considerando 
n= pr p -peqra? es qt 
m= pétpêr..pEQN OR QU). 


então P=pypz2... ps, de onde temos: 
eme DE) (1) 

(o(a) (alta) 0-a) 

«em a)(=a) (-d) 


Problema 4.7 Mostrar que se (m, nu) > 1, então d(mn) > eimbtn). 
Solução. Utilizamos o resultado provado no problema anterior. Sendo (m,n) > 


1 temos que HP) >1e, portanto, 
eim -m) = rr S(mem) > OimIóim). 
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Problema 4.8 Mostrar que a soma dos números menores que n e primos com 


mpi, 


n é igual a 


Solução. Sejam 01, a2,... , Ay(m OS inteiros positivos menores que n e primos 
com n. Pelo fato de (a,n) = 1 implicar (n — a,n) = 1, podemos concluir 
que n— a, — a2,1 — agin) São todos primos com n. Sendo todos menores 
do que n eles são, a menos da ordem, os números q1,02,..., Qp(n): Logo se 
somarmos as duas colunas abaixo teremos como resultado duas vezes a soma 
S que estamos procurando 


q n-—a1 
az n— az 
Qpin) N— Gn) 


ata+-+antin-a)+n—a)+--+(n-agm) =n$(n)=2:5, 
o que conclui a demonstração. 


Problema 4.9 Mostrar que [% | é o número de inteiros do conjunto (1,2,...,n) 
que são divisíveis por a. 


Solução. Destacamos esta propriedade apenas para chamar a atenção para o 

fato importante, embora elementar, de que o quociente na divisão do inteiro 
: n/. 4 

n por a(a £0) é igual a El. isto é, 


n 
n=[Ela+roxr<a 


Problema 4.10 Mostrar que se m é um inteiro positivo, então 


Solução. Pelo Teorema 4.7 sabemos que 


Dma)+5 natos 5 mtdm)=] 


an dolZ dmbm 


Como 1 é divisor de cada inteiro do conjunto 1,2,... ,m, H(1) irá ocorrer 


m vezes na soma acima, 2, sendo divisor de E destes inteiros u(2) ocorrerá 


2 
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I5| vezes. Em geral, sendo d divisor de E 
aparecerá 


| dos inteiros de 1 a m, u(d) 


! | vezes nesta soma. Logo 
d 


3 (Zu) =un El+um 5) + rum [5] 


n=1 Yam dis 


umn]=" 


n= 


4.9 Problemas Propostos 


1. Avaliar T(n),o(n) e p(n) para os seguintes valores den: a) 10 b)35 
c) 200 d) 512 e) 10000 £) 1234. 


2. Para quais valores de m, p(m) é ímpar? 

3. Para, quais valores de m, (mm) divide m? 

4, Mostrar que se m e n são inteiros positivos tais que min, então p(m)Jp(n). 
5. Refazer a demonstração do Teorema 4.3 param =5 en =9. 

6. Mostrar que p(m) é parsem > 2. 


7. Mostrar que existem infinitos inteiros m para os quais p(m) é um quadrado 
perfeito, 


8. Mostrar que se f é multiplicativa, então f(1) =1. 


9. Mostrar que para qualquer inteiro positivo n 
3 
II un+)=0. 
i=0 


10. Mostrar que um inteiro p é um primo se, e somente se, o(p) =p +1. 


11. Mostramos que as funções T(n) e o(n) são multiplicativas. Mostrar que 
nenhuma delas é completamente multiplicativa. 


12. Mostrar que para um inteiro Êxo r, a função h(n) = n” é completamente 
multiplicativa. 
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13. Mostrar que as funções F(n) = f(n)g(n) e G(n) = f(n)/g(m) são multipli- 
cativas sendo f(n) e g(m) multiplicativas com g(n) £ 0. 


14. Mostrar, através de um exemplo, que a função F(n) = Damt(a) nem 
sempre é completamente multiplicativa caso f(d) seja. 


15. Mostrar que para qualquer inteiro positivo n > 1 existem infinitos inteiros 
m tais que tim) =n. 


16. Encontrar o menor inteiro positivo m para o qual o(n) = 6. 
17. Encontrar o menor inteiro positivo m para o qual &(n) = 6. 


18. Mostrar que Ta =ntn)/2 

dim 
19. Mostrar que se f é multiplicativa. min e (m,n/m) = 1, então f(n/m) = 
fim)/tim). 
20. Seja h(n) o número de fatores primos distintos de n. Por exemplo h(15) = 
n(Z) =2e h(30)=3. Seja g(n) = a!) onde a está fixado. Mostrar que 
q(n) é multiplicativa mas não é completamente multiplicativa. 
21. Mostrar que existem infinitos inteiros m para os quais 10l&(m). (Sugestão 


ALII) = 10). 


22. Mostrar que se n é um inteiro, então 


bn) sem é ímpar 
4(Qn) = 


2o(n) sen é par. 


23. Mostrar que todo inteiro positivo pode ser escrito como soma de números 
de Fibonacci distintos e não-consecutivos. 


Capítulo 5 


Resíduos Quadráticos 


5.1 Resíduos Quadráticos 


Neste capít star i 
pítulo estaremos interessados no estudo de soluções para a congruência 


x* = a(mo E é pri 
pato dm). No caso em que m é primo ímpar e (a, m) = 1, esta 
” y E "ã ) 
bi à, Caso tenha solução, tem exatamente duas soluções incongruente: 
9 É 0 que provamos no teorema abaixo. á 


congruência 


Xº= a(mod p), 


caso tenha solução, tem exatamente duas soluções incongruentes módulo Pp 
Demonstração: Caso esta co! ênci ã 
também será solução, má See Ss ud ER FR 
o e dolbções X1 € —x1 são incongruentes módulo p. Sex es a 
da ada E o b) &, como p é ímpar e pix (pois pllx? — ae 
A a Eta el. Tecisamos mostras que só existem duas soluções 
Ene S EMHeS. Seja y uma solução de x2 = a(mod p), ie,yi= a(mod p) 
O x1 é solução temos xtevi= afinod p) e, portanto xy = ae 
U)ba — y) = Ymod P). Logo, plbey + y) ou plfe, = pa aa 


ER A ço : v). o que implica y = 
Ea a VY E xi(mod pj. Com isto Mostramos que, caso exista uma, 
ção, existem exatamente duas soluções incongruentes. õ 


Teorema 3.2 (Lagrange) Seja f(x) = mx" ten Io... +cax? + 
um polinômio com coeficientes inteiros tal que (cup) = 1 à Fe 
e (emp) = 


Nestas condições q congruência » onde p é primo. 


f(x) = O(mod Pp), 
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tem no máximo n soluções. É claro gue quando n >?Pp a congruência acima 
não tem mais do que p soluções distintas módulo p. 
Demonstração: A demonstração será feita por indução em n, o grau do po- 
linômio f(x). Para n = 1 temos a congruência lincar 


t(x) = cyx + co = Olmod p). 


Como, por hipótese, (cy,p) = 1, o Teorema 2.8 nos garante que cyx = 
—co(mod p) tem exatamente uma solução. Logo, o resultado é válido pa- 
ram = 1, Assumimos o resultado verdadeiro para todo polinômio de grau 
n—1. A prova que apresentamos é por contradição. Vamos supor que a 
congruência f(x) = O(mod p) tenha n + 1 soluções incongruentes módulo p. 
Sejam xg,X1,X2,... +Xn estas n + 1 soluções. É fácil verificar que 


Fx) — Flo) = enlx? 9) + en! xa +... + elx — xo) 
= (x —xolh(x), 
uma vez que (xt —x0) é divisível por x — xo para todo inteiro i, 1= 1,2,... sn 


e que h(x) é um polinômio de grau n — 1 tendo en como coeficiente de x"=!, 
Como f(x) = f(xo)(mod p), temos 


f(x) — fixo) = (xx — xo)h(xk) = Olinod p). 


Isto implica que, para k £ 0, h(x+) = O(mod p) pois xx É xo(mod p) se xx % 
xo. Portanto a congruência h(x) = Ofmod p) possui n soluções incongruentes 
módulo p, o que contradiz nossa hipótese de indução, uma vez que (cr p)=1 
e h(x) tem grau n — 1. Logo, f(x) não pode ter mais do que n soluções 
incongruentes módulo p, o que conclui a demonstração. õ 
Teorema 5.3 Seja f(x) = cnx" +en pI... +eox2+cixtco um polinômio 
de graun com coeficientes inteiros. Se a congruência 


f(x) = O(mod p), (p primo) 
tiver mais do que n soluções, então todo coeficiente de £ é divisível por p. 


Demonstração: Vamos supor que algum coeficiente não seja divisível por p. 
Seja j o maior índice para o qual c; não é divisível por p. Neste caso, 


ci+epypiT! +... +eix+ co = O(mod pj. 


Como esta congruência tem anais do que n soluções, pelo Teorema de Lagran- 
Ee, p deve dividir c;. o que é uma contradição. Isto conclui a demonstração. O 
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Teorema 5.4 Para p primo todos os coeficientes do polinômio abaixo são di- 
visíveis por p. fx) = (x 1)lx—2)...(x— p= xP141. 


Demonstração: Seja h(x) = (x— Wlx—2)...(x— (p-— 1). É claro que 
os números 1,2,3,...,p — 1 são raízes de h(x) e portanto soluções de h(x) = 
O(miod p). Como estes números são relativamente primos com p, pelo Pequeno 
Teorema de Fermat, todos eles são soluções de g(x) = xP! — 1 = O(mod p). 
Logo, como f(x) = h(x) — g(x) é um polinômio de grau p —-2 e possui p—|1 
raízes, o teorema anterior nos garante que p divide todos os coeficientes de 
t6x). [a 


Corolário 5.1 (Teorema de Wilson) Para todo primo p, temos 


(p-1!=-—I(mod p). 


Demonstração: No tcorema acima o termo constante é (p — 1)! + 1 e este, 
sendo divisível por p, nos garante o resultado desejado. [m 


Detinição 5.1 Sejam a e m inteiros com (a,m) Dizemos que a é um 
resíduo quadrático módulo m se a congruência x? = a(mod m,) tiver solução. 
Caso x? = a(mod m) não tenha nenhuma solução, dizemos que a não é um 
resíduo quadrático módulo m ou que a é um resíduo não-quadrático. 

Como 32 = 1(mod 8), então 1 é um resíduo quadrático módulo 8 42 = 
2(mod 7) e portanto 2 é um resíduo quadrático módulo 7. Vamos considerar 
o primo 13 e achar todos os números que são resíduos quadráticos módulo 13. 
Para isto é suficiente considerarmos os quadrados dos números 1,2,3,...,12. 


Observe que estes números formam um sistema reduzido de resíduos módulo 
13. 


1 = (mod 13) 
22 = A(mod 13) 
3º =9(mod 13) 
42 = 3(mod 13) 
5? = 12(mod 13) 
6º = 10(mod 13) 
7? = 1o(mod 13) 
8? = 12(mod 13) 
92 = 3(mod 13) 
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10? = 9(mod 13) 
WI? = 4(mod 13) 
122 = (mod 13) 


Na coluna da esquerda temos os quadrados dos números de 1 até 12 ena coluna 
da direita apenas os 6 números 1,3,4,9,10 e 12. Estes são todos os resíduos qua- 
dráticos módulo 13. Observe que estes números aparecem na metade superior 
da tabela acima e que cles estão repetidos na metade inferior. O fato de haver 
repetição a partir do 72 vem da congruência (13 — k)? = k?(mod 13) que é de 
verificação imediata. No caso de um primo ímpar qualquer pode-se mostrar 
que, dentre os elementos 1,2,...,p— 1, que constituem um sistema reduzido 
de resíduos módulo p, metade, i.e., (p — 1)/2 são resíduos quadráticos e os 
(p — 1)/2 restantes, não são. Este é o resultado provado no teorema seguinte. 


Teorema 5.5 Seja p um primo ímpar. Dentre os números 1,2,...,p — 
(p—1)/2 são resíduos quadráticos c (p — 1)/2 não são. 


Primeira Demonstração: Vamos considerar, como fizemos no caso p = 13 
os quadrados dos números de 1 a p — 1. Como 12 = Ymod p) sabemos 
pelo Teorema 5.1, que —1 também é solução de x? = I(mod p), mas —1 = 
p — Hmod p). Logo, Lc p 1 são as únicas soluções de x? = Jfmod 7). 
Tomamos, agora, 22 que será congruente à algum número K diferente de 1. 
Como -2 = p-2(mod p), 2cp— 2 são as únicas soluções incongruentes 
de x? = k(mod p). É claro que se p > 3, k será igual a 4. Veja o caso de 
p = 13 descrito acima. Já temos, portanto, dois pares, (1,p— We (2,p — 2), 
cada par sendo as duas únicas soluções de uma congruência do tipo x? = 
a(mod p). Procedendo desta maneira teremos, ao final, (p — 1)/2 pares, cada 
um solução para uma dentre (p—1)/2 congruências x? = a;(mod p) associados 
a exatamente (p — 1)/2 dos números 1,2,3,...,p— 1. Os (p — 1)/2 números 
ai's são os (p — 1)/2 resíduos quadráticos. Os restantes (p — 1)/2 não são 
resíduos quadráticos. 


Segunda Demonstração: Consideramos os quadrados dos números 1,2,3,..., 


(tp— 1/2, isto é, 
2 
23242 pol 
nas (E 


Vamos mostrar que estes quadrados são incongruentes módulo p. Sejam x 
euytais quel<x<(p-1]2e1<y<t(p-1)/2e suponhamos que 
x2 = vZ(mod p). Logo, x2—-y? = (x+yllx—y) = Olmod p) e, portanto, 
pllx + v)(x— y). Mas pf(x+u) una vez quex+y <p. Logo pilx— 4) o que 
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implica x = y(mod p) e, portanto, x = 1 (lembre-so que x e y são positivos 
e menores do que p). Desta forma, concluímos que os quadrados acima são 
todos incongruentes módulo p. É fácil a verificação de que quando k percorre 


o conjunto (1,2,... ,(p— 1)/2),p — k percorre o conjunto 
, p+1 p+3 
yes p—l>. 
(prt eia,, 


Logo, como (p — kJ? = k2(mod p), concluímos que os resíduos quadráticos 
pertencem às classes de congruências que contém os quadrados 


122 p>1 E 
Pro) 


Portanto (p — 1)/2 é o número de resíduos quadráticos dentre os números 
1,2,...,p— 1. Os outros (p — 1)/2 não são resíduos quadráticos. D 

No teorema seguinte mostramos um resultado que será importante no Capí- 
tulo 7 e no qual fazemos uso do Teorema de Wilson . 


Teorema 5.6 Para p primo, a congruência x? = — (mod p) tem solução se, e 
somente se, p=2 oup = mod 4). 


Demonstração: É claro que x = 1 nos fornece uma solução se p = 2, Vamos 
construir uma solução para o caso p = I(mod 4). 

Para p um primo ímpar podemos escrever o Teorema de Wilson da seguinte 
forma: 


(12:35 EDS B=5)p=Dlp- 0) = mod) 


Observamos que o produto (p — 1)! está dividido em duas partes, cada uma 
com o mesmo númcro de fatores. Podemos reescrever este produto formando 
pares, wma vez que para cada fator j na primeira parte temos o fator (p —j) 
na segunda. Logo, o Teorema de Wilson pode ser escrito como: 

(p= 1/2 
1 jp -)=— (modp). 
j=1 


Como j(p — j) = —j2(mod p) temos: 


tr-/2 tp-1)/2 


2 
II (53 = ontem JW j) (mod p). 


pe je 


= 
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Mas sendo p = I(mod 4), (p— 1)/2 é par e, portanto, 


2 pon] 
UV =(>—! 
1-0) 
j=1 
é uma solução de x? = —1 (mod p). 
Suponhamos, agora, que a congruência x? = —!mod p) tenha solução e 


que p > 2. Elevando ambos os membros à potência (p — 1)/2 obtemos: 
(x2)!P-D/2= (—1)tP-D/2(mod p). 


Como (x2)(2-11/2= «ltP-Dmod p), pelo Teorema 2.11 (observe que pfx pois 
x? = —(mod p)) temos que 


(—1)!?-0/2= 1(mod p). 
Logo (p — 1)/2 é par, ou seja, p = I[mod 4). [nm] 


Este resultado que acabamos de provar será demonstrado na próxima seção 
fazendo-se uso do critério de Ruler. 


5.2 Símbolo de Legendre e o Critério de Euler 


Definição 5.2. Para p um primo ímpar c a um inteiro não-divisível por p 


definimos o Simbolo de Legendre (=) por 


[a 1, sea é um resíduo quadrático de p 
p/ [-1, sea não é um resíduo quadrático de p 


Exemplo 5.1 Como as congruências x? = (mod 7),x2? = 2(mod 7) ex? = 
4(mod 7) possuem soluções temos que 


()-()-()-* 
e)-(0-(9-- 


Por outro lado, 


uma vez que as congruências x? = 3(mod 7),x? = S(mod 7) e x? = 6lnod 7) 
não possuem soluções. 


sa CAPÍTULO S. RESÍDUOS QUADRÁTICOS 


Teorema 5.7 (Critério de Euler) Se p for um primo ímpar e a um inteiro 
não-divisível por p, então 


(5) = ai?-D/2(mod p). 


ê resto a o cita 
Demonstração: Vamos supor, primeiramente, que (=) = 1. Isto significa 
P 


que a congruência x? = a(mod p) tem solução. Seja y wma solução. Do fato 


de que (a,p) = 1 e pl(y?— a) concluímos que (y,p) = 1. Logo, pelo Pequeno 
Teorema de Fermat (Teorema 2.11), yP=! = 1(mod p) é, portanto, 


= (uy) =yP-!=1(mod p). 


a 
Isto prova o teorema no caso em que (2) =1. 


. a é da Pa 
Consideremos, agora, o caso [| — |) = —1. Já vimos, na primeira parte, 
P 


que se a for um resíduo quadrático, a!?-1/2= (mod p). Pelo Teorema 5.2, 
a congruência f(x) = x(?-/2- 1 = Ofmod p) possui no máximo (p — 1)/2 
soluções incongruentes módulo p. Mas do fato de existirem (p — 1)/2 resíduos 
quadráticos, e de termos alP-1)/2= (mod p) para todo resíduo quadrático, 
concluímos que todos eles são soluções de f(x) = O(mod p), Isto nos garante 
que a congruência f(x) = O(mod p) possui exatamente (p — 1)/2 raízes e que, 


portanto, se a não for resíduo quadrático, L.e.. (5) = —1, então alP-1)/2z 
v 
mod p). Mas, como 
a?! 1 = (aP-/20 1(afP-0/241) 
e 
a? 1=0(modp), para (paj=1, 
concluímos que a!P-1/2= + 1 (mod p). 
a 
Logo, caso 3) =—1 deveremos ter a!P-/2= —1(mod p), ou seja, 
(=) = a'P-1/2(mod p), 
P 
o que conclui a demonstração. D 
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Teorema 5.8 O Símbolo de Legendre É uma função completamente multiplico- 


tiva de a, isto é, 
pi Pp P. 


para Q e b inteiros não-divisíveis por p. 


Demonstração: Como vimos no capítulo anterior uma função aritmética f(n) 
para à qual f(nm) = f(n)f(m) para quaisquer n e m é chamada de com- 


n 
pletamente multiplicativa . Estamos, aqui, considerando f(n) = (=) onde 


(m,p) = 1. Pelo Critério de Euler, 


(=) = (abjfe- 125 glo-D2pt- ns (5) (3) (mod p). 


Como o Símbolo de Legendre pode assumir somente os valores le —T ep é 
ímpar, a congruência acima implica a igualdade 


(= 
Corolário 5.2 (=) =il: 


Demonstração: Basta tomar a = b no teorema e considerar o fato de que 


a 
(2) =. o 
p E 4 Er x 

O Teorema 5.7 nos diz que o produto de dois resíduos quadráticos é um 


tesíduo quadrático, que o produto de dois números que não são resíduos qua- 
dráticos é um resíduo quadrático e que o produto de um que não é resíduo 
quadrático por um que é resíduo quadrático não é resíduo quadrático. 

Os teoremas seguintes nos permitem caracterizar todos os primos para os 
quais —] e 2 são resíduos quadráticos. 


Teorema 5.9 Para p um primo únpar, temos 


ir às 1 sep=I(mod4) 
vp) 1-1 sep=-Imod4) 


Demonstração: Pelo Critério de Euler sabemos que 


(=) = (—1)P-D/2fmod p). 
Pp 


Isto nos diz que (=) será igual a 1 quando (p — 1)/2 for par e igual a —), 


quando (p — 1)/2 for ímpar. Sendo p um primo ímpar, existem apenas duas 
clades para p em termos de congruência módulo 4, ou p = (mod 4) 
(mod 4). 


Se p = I(mod 4), então p — 1, sendo divisível por 4, teremos (p — 1)/2 
par. Sep = 3tmod 4), existe k tal que p—-3=p-1-2=4ke, portanto, 
p-1=4k+2=22k41) 0 que implica (p — 1)/2 ímpar. 


— 
Logo, para p = Ifmod 4), (5) = Ye para p = mod 4), 


E 


Como os primos 5, 17, 29 e 37 são todos congruentes a 1 módulo 4, temos 


(= (5) =(5)=(5)=1 


Para os primos 3, 7, 19 e 31, que são congruentes a 3 módulo 4, temos 


()-(5)-(5)-(5)-- 


Teorema 5.10 Para p um primo ímpar, temos 


2Ã os 1 sep=<I(mod 8) 
p/ |-1 sep=+3(mod8) 


Demonstração: Pelo Critério de Euler, temos 


(5) = 2!r-1/Z mod p). 


Provamos, a seguir, que 
219-0/25 (—1)P-N/& mod p). (51) 


Isto irá garantir nosso resultado pois, sendo p um primo ímpar, p neces- 
sariamente deverá ser congruente a 1, 3, 5 ou 7 módulo 8. Verificamos o que 
ocorre cm cada um destes 4 casos antes de demonstrarmos (5.1). 


p=mod8)sp-1=8k5p+1=8k+2. Logo, 
2] = 
p ie ro Do (8 + AE =2k(4k + 1). 
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pe MmdB)>p-7=8k>p-—-1=8k+6=>p+1=8k+8. Logo, 


p2=1 (+N(p—1) 
8 8 

(8k+8)(8k + 6) 
8 


= METALS op ty 3). 


Logo, se p = +I(mod 8), (p? — 1)/8 é par (lembre-se que —1 = 7(mod 8)). 
Verificamos, agora, os casos em que p = 3 ou 5 módulo 8. p = 3(mod 8) => 
p-3=8k>p-1=8&k+25p+1=8k+4. Logo, 


p= (p+IXp—1)  (8k+4N8K+2) 


E) 8 8 
= METRO 2 minar). 
p=5mod8)5p-5=8k5p-1=8k4+45p+1=8k+6. Logo, 
pê=1 — (P+N(p=1) ( (8k+6)(8k + 4) 
E) 3 8 
= MOLINA q (ar pao +), 


Portanto se p = +3(mod 8), (p2-1)/8 é ímpar (lembre-se que —3 = 5(mod 8)). 

Para provarmos (5.1), consideramos o fato de que para i ímpar, p—i = 
i(—1)t(mod p) e para i par, | = i(-1)mod p). Logo, se considerarmos as 
(p — 1)/2 congruências 


p=1 = H-1)'(mod p) 
2 = M-1)(modp) 
p-3 = 3X-I(modp) 
4 = 4-1) (mod p) 
p-5 = 5H —(mody) 
t = tr E » (—1)!?-/2fmod p). 
Caso (p — 1)/2 seja par a última congruência acima será 
t= te-1) =) = te-D Ea Dont N/2(mod p) 
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e, caso (p — 1)/2 seja ímpar, a última congruência será 


EE dio = Dente-na mod Pp): 


E fácil obscrvar que os números na coluna da esquerda das congruências 
acima são todos pares. Na realidade temos nesta coluna os pares 2,4,6,..., 
p—1. Se multiplicarmos, membro a membro, todas estas congruências teremos, 


24.6(p-1= t-nDezero-na(P5) mod p). 
Mas, como 
2:4-6(p-1) =aena(P51) à 
temos 


go ve(2o ; i=e nfr- ve(p 25") mca) 


Cancelando-se o termo ((p — 1)/2)! (lembre-se que (((p — 1)/2)!,p) = 1), em 
ambos os lados, obtemos 


219/25 (11-18 (od p). 


Logo, 
2 
(5) = (—1)1'-1/8(mod p) 


Dec np-na 
(5) =ene 


considerando-se o fato de que ambos os membros da última congruência assu- 
mem somente os valores 1 ou —] e p é ímpar. Õ 


o que implica 


5.3 Lema de Gauss 


Antes de demonstrarmos o Lema de Gauss consideramos um caso particular 
com a finalidade de ilustrar o que será feito na demonstração. Sejam a = 4 
ep = 13. Calculamos os menores resíduos positivos módulo 13 dos seguintes 
múltiplos de 4 (observe que 6 = (13 — 1)/2): 

1.4,2:4,3.4,4.4,5-4c6-4. 


1.4 = 4(mod 13) 
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2-4 = 8(mod 13) 

3.4 = 12(mod 13) 

4-4 = 3(mod 13) 

5-4 = 7(mod 13) 

6:4 = Wímod 13) 
Dentre estes resíduos, que são 3,4,7,8,11 e 12 só dois, 3 e 4, são menores do 
que 13/2. Se tomarmos os que são maiores, i.e., 7,8,11 e 12 e considerarmos 
os números 13—-7,13-8,13—-11 e 13-12, teremos 6,5,2 e 1, respectivamente, 
que juntamente com 3 e 4 são todos os números de 1 a 6. 


Na demonstração do Lema de Gauss faremos o que foi feito acima com um 
primo ímpar qualquer para provarmos que (—1)" = , onde r é o número 
, RE =1 3 : 
de resíduos positivos de 1-0,2-4,3:a,+:: E - a que são maiores do que 
7/2. Neste nosso caso particular 1 = 4, i.e., 


(8) eme 


o que está em concordância com o Critério de Euler que diz que 


(13) =413-0/2=46=42.42.42=3.3.3.= mod 13). 


Lema 5.1 (Lema de Gauss) Sejam p um primo ímpar e a um inteiro não- 


divisível por p. Consideremos os menores resíduos positivos dos inteiros 


a,20,30,... (ED) a. 


Se 1 for o número destes resíduos que são maiores do que p/2, então, 


(em 


Demonstração: Consideremos os menores resíduos positivos de 1a,20,3a,..., 


(p— 1)a/2 módulo p. É claro que estes resíduos são todos menores do que p. 
Sejam a1,a2,... , as os resíduos que são menores do que p/2 e by, bz, b3,... Dr 
Os que são maiores do que p/2. É claro que se multiplicarmos, membro a mem- 
bro, todas as (p — 1)/2 congruências de onde obtivemos os resíduos a; e bi 
acima teremos: 


tp-D 


Ja-2a-3a...—a = ajaz---asbibz---br(mod p) 
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ou seja 
po /p—] 
at (5— !=a,02:--as-bybz---br(mod p) (5.2) 


Como os números bi, bz, b3,..., br são maiores do que p/2 e menores do que 
p,osnúmeros p—b;,p—ba,p—bs,...,p— br são todos menores do que p/2. 
Desejamos mostrar que os números q;, a2,... ,asp—byp—ba,p>bs,...,p— 
b, são todos incongruentes módulo p. Isto será suficiente para mostrar que 
eles são, a menos da ordem, os números 1,2,3,... ,(p — 1)/2, uma vez que 
r+s=(p-1)/2. Se tivéssemos dois a;'s ou dois b;'s congruentes módulo 
P, teríamos dois elementos do conjunto (la,2a,...,(p — 1)a/2) congruentes 
módulo p o que é impossível pois (a, p) = 1 e os números 1,2,...,(p— 1)/2 
são todos menores de que p. Nenhum a; pode ser congruente com p — b; 
pois neste caso teríamos a; = —b; o que, após o cancelamento de a (a; e bi; 
são, ambos, congruentes a múltiplos de a), em ambos os membros, nos daria 
uma congruência do tipo n = —m(mod p) com n e m elementos do conjunto 
11,2,...,(p— 1)/2), o que é impossível. Com isto concluímos que os números 
ava... sasp>byp—brp-bs,...,p—b; são, a menos da ordem, os 
números 1,2,3,...,(p— 1)/2. 
Portanto, 


aa cap = dito bo) tp dy) =1:2:30 25 Demod p) 


ou seja, 


ajazecas(—1bibz---by = (5) !(mod p) 


isto é 
p-1 


(-1)araz---asbibz eb. = (5) (mod p). 


Utilizando-se a congruência (5.2) temos, 


(rar (5) i= (E 5 | (mod p) 
e, como, (((p — 1)/2)!,p) = 1 obtemos, 


(1a = (mod p). 


Agora se utilizarmos o Critério de Euler, após multiplicação de ambos os 
membros por (—1)" teremos, 


(2) =a'7 =(-1)'(mod p) 
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donde (=) =(—. E 


5.4 Lei de Reciprocidade Quadrática 


Iniciamos esta seção com a demonstração do seguinte resultado, 


Teorema 5.11 Se p é um primo ímpar e q um inteiro ímpar não-divisível por 


Y, então, 
(ec 
Pp 


=1 
nele felelege-e pata 
P Pp Pp 2 P 
Demonstração: Pelo Algoritmo da Divisão podemos obter os menores resíduos 
positivos de q,2a,3a,...,(p— 1)a/2 através das divisões seguintes: 


a= [E)+r 

=p p 1 
2 

pen 


3a 
3a=p [| +73 


onde 


— —1 
?Da-p|ED.s 


E] a) +Hp-n/2 


ande Ty, T2,... T(p-1)/25ã0 OS a; bi definidos na demonstração do Lema 5.1. 
Se somarmos, membro a membro, as (p — 1)/2 igualdades acima obteremos 


p—1 a 2a p-la 
a(J+24+3+0+>—)= (ls|+[Ej+ + [275 + 
É 2 "Up P 2» 

Antr+tc+tr-npa 


ou seja 


Pola-pM+I+S (5.3) 
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onde leS são, respectivamente, as somas dos resíduos inferiores e superiores 
a p/2, isto é, 
I=a+atas+--+as 


S=bitbr+tba++br 


Vimos, também, na demonstração do Lema de Gauss (Lema 5.1) que os 
números ay, 2,...,45,p— by,p— bz,...,p — b; são, a menos da ordem, 
os números 1,2,3,...,(p— 1)/2. Logo, 


PSA 
trio = 


=a+ra+rastrp>(bo+bz+-+br) 


2 
ro Ltem-s. (5.4) 


Subtraindo-se, membro a membro, as equações (5.3) e (5.4) obtemos 


p2-] 
E) 


ta-D=p(M-r+2s. 


Como, por hipótese, a e p são ímpares o termo (p?— (a — 1)/8 será par 
e, portanto, p(M — Tr) também. Logo, M —r é par. Mas, se esta diferença é 
par, é porque ambos são pares ou ambos são ímpares. Portanto, pelo Lema 


de Gauss, concluímos que 
a 
(5) =()r=(-1M 
Pp 


uma vez que M e r possuem a mesma paridade. [m] 


Observação: Dizemos que dois inteiros possuem a mesma paridade quando 
são ambos pares ou ambos ímpares. 

O resultado que apresentamos a seguir, chamado “Lei de Reciprocidade 
Quadrática? de Gauss, já foi demonstrado de várias formas distintas. O 
próprio Gauss forneceu pelo menos 8 demonstrações e a literatura mencio- 
na mais de 150. Este resultado já era conhecido por Euler c Legendre. 

Para p e q primos ímpares, esta Lei de Reciprocidade Quadrática nos diz 
que as congruências x? = p(mad q) e x? = g(mod p) são ambas solúveis ou 
ambas insolúveis, a menos que p e q sejam congruentes a 3 módulo 4, caso 
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em que uma terá solução e a outra não. Isto pode ser expresso em termos do 
Símbolo de Legendre, como mostra o enunciado do teorema seguinte. 


Teorema 5.12 (Lei de Reciprocidade Quadrática) Se p e q são primos ímpares 


distintos, então 
(E) (5) =(-nES. 
q/1p7 


Demonstração: Esta demonstração, usando argumentos geométricos, foi apre- 
sentada, originalmente, por Eisenstein (1823-1852). 

Consideremos o retângulo ABCD de vértices (0,0),(p/2,0),(p/2,4/2) e 
(0, 4/2). Marcamos, em seu interior, os pontos que pertencem ao produto car- 
tesiano dos conjuntos (1,2,3,... ,(p—1)/2)e (1,2,3,...,(g—1)/2), contorme 
figura abaixo. 


1 -1) D/2 
A 23 4 5 6 7 al E 
Figura 5.1 


É claro que o número de pontos interiores a este retângulo, cujas coorde- 
nadas são números inteiros, é igual a 


p>lqg—) 
2 Ds 


Consideremos a equação da reta que passa por Ae Cie. y = [q/p)x Como 
os números 1,2,...,(p— 1)/2 são todos primos com p, esta reta não contém 
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nenhum dos pontos interiores que contamos acima. Esta reta, y = (q/p)x, 


interccpta as retas x = k, paralelas ao eixo y, nos pontos (k, kg/p). Como = 


k 
não é inteiro, para k € (1,2,3,... ,(p— 1)/2), o número EH é o número de 


pontos da reta x = k que estão acima do eixo x e abaixo da reta y = (q/p)x. 
Logo, o total M de pontos do nosso rcticulado no interior do triângulo ABC é 


dado por 
—1 
a E] 
7 ho) Pp 2a np 


Se considerarmos, agora, as interseções das retas y = k, paralelas ao eixo x, 
com a reta y = (q/p)x, obteremos, através de raciocínio análogo ao anterior, 
que o número N dos pontos, que estamos considerando, no interior do triângulo 
ACD é igual à 


gl leo je 


Portanto temos a seguinte igualdade, 


“Tg 
men=Polal 


Mas, pelo 'Ieorema 5.11, 


o que implica 


(8) (5) = (MENS (SE 
[5] 


Finalizamos esta seção com um resultado que será fundamental na demons- 
tração de um teorema de Lagrange visto no capítulo 7. 


Teorema 5.13 Para todo primo p existem inteiros a,b e c, não todos nulos, 
tais que a congruência seguinte sc verifica 


arbyc= O(mod p). 


5.5. SIMBOLO DE JACOBI 109 


Demonstração: Para o casop =2tomamosa=b=lec=0. Sep= 
1mod 4) tomamos b = 1, c=0 e a como uma solução de x? = —I(mod Pp) 
(lembre-se de que o Teorema 5.6 nos garante a existência de um tal “q”). Se 
p = 3(mod 4) tomamos c = 1 e mostramos a existência de solução para a 
congruência 


a2+b? =-—I(mod p). 


Sabemos, pelo Teorema 5.5, que para um p primo ímpar temos (p — 1)/2 
resíduos quadráticos e (p — 1)/2 resíduos não-quadráticos dentre os números 
1,23... ,p-—1. 

Seja, pois, d o menor resíduo positivo não-quadrático módulo p. Como 1 é 
resíduo quadrático, d > 2. Logo, pelos Teoremas 5.8 c 5.9 


696) -enens 


Isto nos diz que —d é um resíduo quadrático módulo p, ou seja, a congruência, 
x? = —d(mod p) possui solução. Seja b tal que b? = —d(mod p), Precisamos 
achar um “a” tal que a? = d— 1(mod p). Mas esta congruência claramente 
possui solução uma vez que d >2, d-| < de dé o menor resíduo não- 
quadrático positivo módulo p. [| 


5.5 Símbolo de Jacobi 


O Símbolo de Jacobi que definimos a seguir é uma generalização do Símbolo 
de Legendre introduzido neste capítulo. Este símbolo de Jacobi possui várias 
propriedades similares àquelas verificadas pelo Símbolo de Legendre. Como 
veremos este novo Símbolo é de grande importância, na realidade, na avaliação 
do Símbolo de Legendre. 


Definição 5.3 Para um inteiro positivo a relativamente primo com o inteiro 

k 5 E 0 gg: 

ímpar n = p$ºp$..-pçt o Sémbolo de Jacobi, denotado por [E]. é definido 
n 


por: 
[8] | a | (5) (6) (E) 
n pp prt pa Pz Pt 


onde os símbolos à direita da última igualdade são Símbolos de Legendre. 
2 


539 


Para cxemplificar a avaliação deste novo símbolo calculamos, a seguir, 
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e (9(8)-6)(8)-6)- 
5 7 1 5 7 y ! 

Pela definição acima podemos ver que quando n é primo o Símbolo de 
Jacobi coincide com o de Legendre. 

É importante observar que, enquanto o Símbolo de Legendre (5) nos dá 
informação sobre a existência de soluções para a congruência x? = a(mod p), 
o Símbolo de Jacobi 5] não nos fornece semelhante informação sobre a con- 
gruência x? = a(mod n). Para ver isto observe que se p é um fator primo de n 
esex? = a(modn) tem solução, então a congruência x? = a(mod p) também 


tem solução, i.e.; (5) =. Desta forma 


[E =T1(5)" =» 


aj a 
Para mostrar, por outro lado, a possibilidade de se ter [5] = | sem que a 
congruência x? = 


Logo, 


a(mod mn.) possua solução, consideramos a = 2 en = 55. 


1-6) (8) en 


e, como as congruências x = 2(mod 5) e x? = 2(mod 1)) não possuem 
nenhuma solução, a congruência x? = 2(mod 55) não tem solução alguma. 

Provaremos, a seguir, uma propriedade satisfeita pelo Símbolo de Jacobi 
que usaremos para mostrar que a Lei de Reciprocidade Quadrática também 
se verifica para o Símbolo de Jacobi. 


Teorema 5.14 O Símbolo de Jacobi satisfaz 


| = (ya 


mn 


prSs. SIMBOLUDE JACOBI es Ed é mm e 


onde n é um inteiro ímpar e positivo. 


Demonstração: Sabemos, pelo Teorema 5.9, que se p é um primo impar, então 


(=) = (ten 
Pp 


Considerando n = pflpZ2...py*, temos: 
1 NC/-Ne Nm 
E o o 


(je fri—1)/2+00 (pa —2)/2+ +mtpri—1)/2 (5.5) 
Da fatoração de n podemos escrever 


H 


n=(T+tpr> IDEA + (pr IDR MA (p—)D 


Como (pi —1) é par concluímos que (1+(p;—1))% = 1 +e;(pi— 1) (mod 4) e 

O + tp D+ o;(p;— 1)) =1 + «ilpi— 1) + ostp;— imod 4). Portanto 

n=1+elpp-D+opa— D+: + esp: — 1)(mod 4) o que implica 
(n=1) copr—?)  ca(pz— 1) calpe— 1) 
do Pa sf do 1 "oq 


Esta última congruência para (n — 1)/2 juntamente com (5.5) nos mostra 


que 
fai = (—pfn-1)/2 
[5-1 1 


9 que conclui a demonstração. jm] 
No Teorema seguinte mostramos que a Lei de Reciprocidade Quadrática é 
verificada pelo Símbolo de Jacobi, 


(mod 2), (5.6) 


Teorema 5.15 Sejam n e m inteiros ímpares positivos relativamente primos, 


então 
n m mo? not 
Epl-erem 
Demonstração: Escrevendo n = pYpS£...pr em = qP'qê?... q”, pela 


definição do Símbolo de Jacobi e pelo Teorema 5.8 temos 


Eis) SINA 


== 
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E E HI q Pi eo 
Como o Símbolo de Legendre verifica a lei de reciprocidade quadrática 
temos 


(E) (4) = (Her 
9/4 


o que, por (5.7), nos fornece 


s 


Ejs Me-nsttetates 


1=1j=1 


(Ei Ejor ou rtirlygy (5.8) 


Observando que 


t s t s 
; as) (4 E (5) (15) 
& Bi) =) «(E B(5— 
i=1=] ( 2 2 ) m dif No 2 


i 


e utilizando (5.6) temos: 


há pi—l n—1 
Da (25) = 5 tmod2) 


o que nos diz que 
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Esta última congruência nos garante, juntamente com (5.8), que 
[| E =(VE& 
m. mn 
o que conclui a demonstração. fm] 


Dentre os problemas resolvidos da próxima seção estão algumas outras 
propriedades verificadas pelo Símbolo de Jacobi que já vimos serem satisfeitas 
pelo Símbolo de Legendre. 


56 Problemas Resolvidos 
Problema 5.1 Mostrar que se (ab,n) = 1, onde n é inteiro impar positivo, 
então 

ab] falib 

n) Injin 


XI n% , 


Solução: Escrevendo n = pj!p$? ..- pg*, temos 
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Problema 5.2 Mostrar que se n for um inteiro ímpar e positivo então 


[é = (ojfê-n/8 


n 


Solução: Sabemos, pelo Teorema 5.10, que para p primo 


(5) = (DA 
p 


Ga cdca 


Logo, 
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= (= 1) 01 1Pi=1178+ 0a (nã 1)/8+ -+ec[pt—1)/8 (5.9) 
Como foi observado na demonstração do Teorema 5.14 temos 
nê= (+ (pie tis pis 
Considerando que p — 1 = O(mod 8) vemos que 


O+tpi> 1) =1+ eitp? — 1) fmod 64) 


T+ tpi= ID) +ogtpi> 1)=1+on(pf>1) + oy(pj— 1) (mod 64) 
Logo, 

=1ro(pi-1)+ealp3- 1) ++ es(pê—1) (mod 64) 
o que nos garante que 


n2=1 c(p$=1) K co(pã— 1) 


8 = 8 8 


oulpê=1) 


++ (mod 8), 


Esta última congruência, com (5.9), nos permite concluir, finalmente, que 


Problema 5.3 Avaliar o Símbolo de Legendre (a): 


Solução: Vamos avaliar este Símbolo de Legendre considerando-o como Símbolo 
de Jacobi para que possamos utilizar o fato de que este símbolo também sa- 
tisfaz a lei de reciprocidade quadrática: 


(= [88 = co 59] -(8] 

643 643 497 497 
146 2 73 
ag 


zaçr spo [497] (AS? 
e de 


comer 


” 5.7. PROBLEMAS PROPOSTOS 115 


l ] 
| ss 
rs 
a DUM, 
Val = 
do | 
] Tê 
y 
1 — 
dE 
—— 
WIN 
ess? 
I] 
I 
— 
va 
Trad 


5.7 Problemas Propostos 


À. Calcul 48 235 138 
: Calcular [55 )o ooj ) (gg) 
2. Encontrar os resíduos quadráticos e não-quadráticos de 19 e 23. 


3. Mostrar que não existe n tal que 7](4n? — 3). 


4. Mostrar que se p c q são primos ímpares com p = q+4a então 


O) 
NONO 


5. Usando o Teorema 5.12 mostrar que se p é um primo ímpar, então 


34 [1 se p= (mod12) 
7 — se p= +5 (mod 12) 


6. Fornecer uma congruência descrevendo todos os primos para os quais 5 é 
um resíduo quadrático. 


7. Mostrar que 17 é um resíduo quadrático módulo 19 utilizando o Lema de 
Gauss. 


8, Dizer se a congruência 3x? = 12(mod 13) possui, ou não, solução. 


[327 429 181 
9. Avaliar [ess] E [5] 3 [mi 
10. Sendo p e q primos ímpares distintos com p = q = 3 (mod 4) mostrar 


que p é um resíduo quadrático módulo q se, e somente se, q não é resíduo 
quadrático módulo p. 


Capítulo 6 


Raízes Primitivas 


6.1 Raízes Primitivas 


A importância dos resultados introduzidos neste capítulo fica evidente quando 
se estuda os conceitos de grupos, grupos cíclicos, cte, o que é visto, em maiores 
detalhes, em Teoria Algébrica de Números que não scrá desenvolvida neste 
texto, 

Sabemos, pelo Teorema de Euler (Teorema 2.13) que se a e m(m > 1) 
são relativamente primos, então af") = I(mod m). Isto nos diz que se 
considerarmos as potências de a, isto é, a, a2, q?,...,a!,... existirá un menor 
expoente k tal que a“ = 1(mod m). Este menor valor de k poderá ser menor 
do que p(m). Como (2,7) = 1, o "Teorema de Euler nos garante que 217) = 
26 = 1(mod 7), mas 22 = I(mod 7) c3 < 6 = &(7). 


Definição 6.1 O menor inteiro positivo k para o qual a“ = I(mod m), onde 
(a,m) = 1, é chamado “ordem de a módulo m” m e denotado por ordma. 
Como 2 % I(mod 7),22? É (mod 7) e, como vimos acima, 22 = Hmod 7), 
então ordz2 =3. 
Em muitos livros de Teoria dos Números o leitor encontrará, também, os 


termos “a pertence ao expoente k módulo m”ou “k é o expoente de a módulo 
» 


m. 
Nosso primeiro teorema mostra que se a" = T(mod m) para algum inteiro 

positivo h, então h, necessariamente, deverá ser múltiplo de ordma. 

Teorema 6.1 Se k =ordma e a" = I(mod m), então Klh. 

Demonstração: Pelo algoritmo da divisão (Teorema 1.2), dados h e k(k £ 0) 

existe um único par de inteiros qe r, O<r<Ktalqueh=qk+r. Desta 

forma, temos 


at = ad = (dM9)%4" = a'fmodm). 


“g1. RAÍZES PRIMITIVAS uz 


Lembre-se que a* = Ifmod m) pois k = ordma. Logo, como o" = (mod m), 
acabamos de mostrar que a” = tfmod m). Sendo r < X, r deve ser zero 
pois k é, por definição, o menor inteiro positivo para o qual a“ = 1(mod m). 
Portanto, r=0 eh = gk, o que conclui a demonstração. [a] 


Corolário 6.1: ordmaló(m). 


Demonstração: O Lcorema de Euler (Teorema 2.13) nos garante que afim) = 
1(mod m) para (a,m) = 1. Logo, o teorema que acabamos de demonstrar nos 
garante que ordmalé(m). [| 


Definição 6.2 Sc ordya = p(m) dizemos que a é uma raiz primitiva módulo 
m. 

Para calcularmos a ordyo3 computamos, módulo 10, as potências 3, 32,32, 
etc. 3º = 3mod 10);3? = 9(mod 10);3? = 7(mod 10) e 3º = (mod 10). 
Desta forma concluímos que ordjo3 = 4 e, como 4 = P(10),3 é uma raiz 
primitiva módulo 10. Pelo Corolário acima, quando estamos procurando a 
ordma, precisamos testar somente as potências cujos expoentes são divisores 
de p(m). 

Vamos calcular a ordyo7 e ordy9?. Para isto calculamos as potências de 7 e 
9 somente para expoentes que são divisores de Q(10) = 4. 


7! =7(mod 10) 9! =9mod 10) 
72 =9mod 10) 92= mod 10) 
7* = I(mod 10) 
Como ordio7 = 4 = d(10),7 é uma raiz primitiva módulo 10. Sendo 
ordio? =2<4 = 4(10),9 não é uma raiz primitiva módulo 10. 
Chamamos a atenção do leitor para o fato de que se, para algum inteiro 


positivo ha" = I(mod m) então (a, m) = 1. Isto é óbvio pois se d = (a,m) 
então dia e dim o que implica dit e, portanto, d= 1. 


Teorema 6.2 Scja k = ordma, então a! = aMmod m) se, e somente se, 
t= h(modk). 

Demonstração: Vamos supor que at = a”(mod m). Sem perda de genera- 
lidade podemos supor t > h. Logo, como a! = atat-he ah = at(mod m) 
temos a" = a"at-"mod m). Como (a, m) = 1 implica (a?,m) = 1, podemos 
cancelar a”, nesta última congruência, obtendo 


= q“ "mod m). 


Agora, pelo Teorema 6.1, kI(t —h) o que equivale a dizer que t = h(mod k) 


A recíproca é conseqiiência do algoritmo da divisão. Se t = h(mod k) então 
existe um inteiro n tal que t=h +nk. Logo, 


at = ar+nk = qMay" = aMmod m) 


pois k é a ordem de a módulo m, o que conclui a demonstração. [im] 
Corolário 6.2 Se k = ordma, então os números 1,a, a2,... at 
gruentes módulo m. 


são incon- 


Demonstração: Vamos supor que dois destes números sejam congruentes 
módulo m, ie, at=zaMmodm),0O<Xt<k-1,0<h<kKk-—1. Pelo 
Teorema 6.2, devemos ter t = h(mod k), i.e., t— h deve ser divisível por k. 
Como ambos, t e h, são não-negativos c menores do que k, isto só poderá ocor- 
ter se eles forem iguais. Disto conclutmos que os números Vaa2,...,at 
são todos incongruentes módulo m. D 


Teorema 6.3 Se a é uma raiz primitiva, então os números a, a2,...,a9Um) 
formam um sistema reduzido de resíduos módulo m. 


Demonstração: Como a é uma raiz primitiva ordma = 4(m). Pelo corolário 
621,0,02,... ,a?m=!são todos incongruentes módulo m. Como (a,m) = 1, 
o Teorema 2.12 nos garante que a, a?,... , a ("9 formam um sistema reduzido 
de resíduos módulo m. [m) 


Teorema 6.4 Para k inteiro, k>3, ea um inteiro ímpar, temos 


att2t/2 = mod 25. (6.1) 


Demonstração: A demonstração é por indução. Vamos verificar a validade de 
(6.1) para k = 3. Como « é ímpar, a = 2n +1. Logo, 
a =(n+1)2=4n?+4n+1=4n(n+ +]. 


Como nfn + 1) é par, 4n(n + 1) é divisível por 8 e, portanto, a? = (mod 8). 
Isto prova (6.1) para k = 3, pois 4(23)/2 = 2. 
Vamos supor, agora, que 


a) q = Wmod 28). 


E k-2 és 
Isto é equivalente a a?” = 1 4m2* para algum inteiro m. Elevando-se ambos 
os membros ao quadrado obtemos, 


(PU P=+mip= 14 mat! mig 
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Portanto, 
ai | +24 Um + mit, 


o que implica 


= Hmod 28") 


que é (6.1) para k substituido por k+ 1. o que conclui a demonstração. [| 
A congruência (6.1) nos fala a respeito da não-existência de raízes primitivas 
módulo 2*, para k > 3. 


Proposição 6.1 Para k = ordma e t um inteiro positivo temos, 
ordma = (k, t)orda(a'). 


Demonstração: Por definição, a ordem de a* módulo m é o menor inteiro 


positivo h tal que 
(at = af = mod m). 


Logo, pclo Teorema 6.1, th = O(mod k). Esta última congruência, pelo 'Teo- 
rema 2.3, é equivalente a h = O(mod k/d) onde d = (k,t). 

É claro que a menor solução positiva desta congruência é k/d, o que significa 
que ordma! = k/d o que conclui a demonstração. [m) 
Corolário 6.3 ordma! = ordma se, e somente se, (k t) =, onde k = ordma. 


Demonstração: É óbvio pela equação 
ordnda = (k, tjordma* 


que a igualdade ordma = ordma! ocorrerá se, e somente se, (k,t) = 1. [nm] 
Corolário 6.4 Seja a uma raiz primitiva módulo m. Nestas condições a* é uma 
raiz primitiva módulo m se, e somente se, (L, d(m)) = 1. 


Demonstração: Se a é uma raiz primitiva, k = p(m) e, portanto, pelo co- 
rolário anterior ordma! = p(m) se, e somente se, (t, p(m)) = 1. [o] 


Teorema 6.5 Um inteiro positivo m que possui uma raiz primitiva, possuí exa- 
tamente p(b(m)) mízes primitivos incongruentes. 


Demonstração: Sabemos, pelo Teorema 6.3, que sendo a uma raiz primitiva, 
os números a, a2,..., a") formam um sistema reduzido de resíduos módulo 
m. O corolário anterior nos diz que at é uma raiz primitiva 


se, e somente se, 


(t, b(m)) = 1. Maso número de t's satisfazendo (t O(m))= 1, 1 <t< dim) 
é b(P(m)) e isto conclui a demonstração. 
a 


Teorema 6.6 Seja p um primo ímpar e d um divisor positivo dep — 1. Então 
q número de inteiros incongruentes módulo p tendo ordem igual a d é b(d). 


Demonstração: No capítulo 4, Teorema 4.5, mostramos que 


> Ha)=n. 
din 
Logo, para os divisores de p — 1 temos, 
> ótg=p-1. (6.2) 
dip— 
Separamos o conjunto 1,2,3,...,p—1 em classes Aq, uma para cada divisor 


dep — 1. Na classe Aq colocamos todos os elementos a tais que ordpa = 
d. É claro que estes conjuntos são disjuntos c que cada um dos elementos 
1,2,3,...,p — 1 se encontra em algum Aq. Isto significa que, se g(d) for o 
número de clementos em Aa, então, 


> sd(g=p-1. (6.3) 


dtp-1 


Subtraindo (6.3) de (6.2) obtemos, 
> (ola)-g(a))=0 


dip—-1 


Desejamos mostrar que g(d) = «p(d) para todo divisor d dep — 1. Para isto 
basta mostrarmos que g(d) < d(d). Provar isto equivale a mostrar que se 
g(d) £ 0, então g(d) deve ser igual a p(d). Vamos, pois, supor g(d) £ 0, 
ie. Aq não-vazio. Seja a € Ag. Logo ordpa = d, ie, aê = I(mod p). O 
Corolário 6.2 e o Teorema 2.12 nos garantem que os números a, q2,... a? são 
todos incongruentes módulo p. Mas todas estas potências de a são soluções 
de x! = I(mod p) e, como pelo Teorema de Lagrange (Teorema 5.2), sendo 
P primo x!— 1 = O(mod p) tem no máximo d soluções, estes d números 
a,02,... ai são todas as soluções de x!—1 = O(mod p). Logo, todo elemento 
de Aa é da forma a! para algum t € (1,2,...,d). Mas, pelo Corolário 6,3, 
ordpa! = ordpa = d se, c somente se, (t,d) = 1. Portanto, dentre os números 
a, a2,... ,aY existem exatamente &(d) com ordem igual à d. Isto nos garante 


que g(d) = 4(d), o que conclui a demonstração. [mm] 
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6.2 Raízes Primitivas módulo p* 


Teorema 6.7 Todo número primo ímpar Possui uma raiz primitivo. 


Demonstração: Isto é consegiiência imediata do teorema Anterior porque 
&(p) =p — 1 sendo um divisor de p—l, existem P(p(p)) = dlp—1) raízes 
primitivas módulo p. o 


Proposição 6.2 Se a é uma raiz primitiva módulo P, entao a +p também é, 


Demonstração: Devemos mostrar que ordp(a + p) = b(p). Vamos supor que 
(a+p)" = (mod p) para n < 4(p). Como ta+p)”" = a"(mod p), isto seria 
absurdo pois, por hipótese, a é raiz primitiva. Logo, a ordem de a+ p deve 
ser, P(p) ou seja, a + p também é raiz primitiva módulo p. [| 


Proposição 6.3 Existe a, miz primitiva módulo P, P primo ímpar, para a qual 
a seguinte relação se verifica: 


a? Imod p?) (6.4) 


Demonstração: O teorema anterior nos garante a existência de uma raiz pri- 
mitiva para todo primo ímpar. Seja a uma raiz primitiva módulo p. Se a 
verifica (6.4) não há nada a demonstrar. Se a não verifica (6.4), vamos mos- 
trar que b = a+p a qual, pela proposição anterior, é uma raiz primitiva 
módulo p satisfaz (6.4). 


i=0 
=a"I+(p nep+ 5 (17) pit 
a tp*. 
i=2 


É fácil observar que todo termo da última soma acima possui o fator p2. Logo, 
módulo p2, temos 


brl=I+ ap? p) =1-pa”-Amod p?. 
(lembre-se que, como a não satisfaz (6.4), aP-! = (mod p2)). Isto implica 


— ; = 
que bP=! 2 I(mod p?) pois a congruência paP-2 = O(mod p?) não pode se 
Verificar uma vez que 


pa”? = O(mod 7?) > als Olmod p), 
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o que não pode ocorrer sendo a uma raiz primitiva e (a,p) = 1. Isto mostra 
que b satisfaz (6.4), o que conclui a demonstração. [m) 


Teorema 6.8 Se q for uma raiz primitiva módulo p, p primo ímpar, com 
a? Wmod p?), então 


aftr z I(mod p!) (6.5) 
para todo t > 2. 
Demonstração: Demonstramos (6.5) por indução em t. Para t = 2 temos, 
att = q = qr * mod p?) 
uma vez que estamos admitindo aP-! £ Tfmod p?). 

Como hipótese de indução assumimos que (6.5) seja verdadeira para t e 
vamos provar que esta congruência continua válida quando substituímos t por 
t+1. Como (a,p) = 1 (a é uma raiz primitiva) temos que (a,p!) = 1, 
portanto, pelo Teorema de Euler (Teorema 2.13) 

att = mod pt). 
Esta congruência nos garante a existência de um inteiro n tal que 
att =] enptl, (6.6) 


Este n não é divisível por p, pois se tivéssemos n = kp a última igualdade nos 
daria 


att) — =p! 


o que iria contradizer nossa hipótese de indução. Sabendo que p/m, elevamos 
ambos os membros de (6.6) à potência p. 


fale pp = PTD = (np 


=D (o ay 


6) (E Ooo 


= enpt+ Ple=) Das s 
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-1 
=1anp'+ E nipto!+s 


Mas, sendo3t-3=t+2t-3>t+1 para t > 2, todo termo da soma 
s= a Ré Pinto my 


possui uma potência de p que é maior do que ou igual a pt. 
Como 2t—- 1 >t+1, para t > 2, a sequência de igualdades acima nos 
garante, módulo pto, que 


t- 


arte = qu) =] + np!(mod p't?). 


Esta congruência nos garante que 
att) x I(mod pt!) 


uma vez que pjn. Mas isto é (6.5) com t+ 1 no lugar de t, o que conclui a 
demonstração. [| 


Teorema 6.9 Se p é um primo ímpar, então uma raiz primitiva módulo p 
é também uma raiz primitiva módulo p!,Vt > 1 se, e somente se, av! £ 
1mod p?). 
Demonstração: Seja à uma raiz primitiva módulo p e vamos supor que q 
também seja uma raiz primitiva módulo p!, para t > 1. Neste caso teremos, 
em particular, que à é raiz primitiva módulo p? e isto implica que 
a?! é Imod p?) 

pois, caso contrário, teríamos uma contradição, uma vez quep— 1 < p(p—1) = 
d(pd. 

Provamos, agora, a recíproca, i.e., vamos admitir que a seja wma raiz pri- 
mitiva módulo p para a qual a?-! = I(mod p?). Devemos mostrar que a é 


também uma raiz primitiva módulo p* para todo t > 2. 
Precisamos mostrar que 


k =ordya = 4(pH. 


Como a* = 1(mod p!) temos que a* = I(mod p). Isto nos diz, pelo Teorema 
6.1, que A(p)Ik. Logo, k = né (p). Mas sendo k = ordy:a, klb(p! e, portanto, 
TéLp)lbfp*). Como dtp!) = pt-!(p — 1) temos que, 


(p= Dp tp =D > np! 
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Logo, n=p", h<t-—], Portanto, k=pré(p) =pMp — 1). 
Precisamos mostrar que h = t—1. Vamos supor queh <t-—1,Le.,h< t-2. 
Neste caso, teríamos 


k=p'(p- DiphXp- 1) = o(pt). 
Isto nos diz que p(pt-") é um múltiplo de k e, portanto, 
a?tv'" = mod p!. 


Mas isto contradiz o me 6.8. Logo, h=t-1 > n= phisk= 
pt otp) =p! Hp — (p5. 5 


6.3 Raízes Primitivas Módulo 2p* 


Provamos, na seção anterior, a existência de raízes primitivas módulo p* para 
p um primo ímpar. Pelo mesmo argumento apresentado na demonstração 
da Proposição 6.2, podemos concluir que se q for uma raiz primitiva módulo 
p! então a + pt também será mna raiz primitiva módulo pt, Como um dos 
números a e a + p! é, necessariamente, ímpar, p* possui sempre uma raiz 
primitiva ímpar. 

No teorema seguinte mostramos que uma raiz primitiva ímpar módulo p* 
é, também, raiz primitiva módulo 2p*, 


Teorema 6.10 Para p um primo ímpar, 2p* possui raiz primitiva. 


Demonstração: Pelas observações feitas acima p* possui raiz primitiva ímpar. 
Seja, pois, a uma raiz primitiva ímpar módulo pt, Vamos provar que a é 
raiz primitiva módulo 2pt. Lembre-se que para ser raiz primitiva módulo 2p!, 
a deve ser primo com 2p!, por isto a não pode scr par. Seja k = ordzga. 
Precisamos mostrar que k = p(2p*). Sabemos que klb(2p*). Sendo q(2p*) = 
&4(p?'), kld(p!). Mas como a* = I(mod 2p*) temos a* = I(mod pt). Lo- 
go, sendo a uma raiz primitiva módulo p*, podemos concluir que p(p'Ik. 
Portanto, k = p(2p*) Le., a é uma raiz primitiva módulo 2p*. 
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É de imediata verificação o fato de que os números 1, 2 e 4 possuem raízes 
primitivas e que, pelo Teorema 6.4, nenhuma potência de 2, maior do que ou 
igual à terceira possui raiz primitiva. Nas seções 1, 2 e 3 vimos que os primos 
impares, quaisquer potências destes primos e também o dobro destas potências 
possuem raízes primitivas. 
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Mostramos, a seguir, que nenhum número m, além de 1, 2,4, pte 2p* (p 
primo ímpar), possui raiz primitiva. 


Teorema6.11 Sem > 1 não é da forma 1,2,4,pt e 2p! (p primo ímpar), então 
m não possui raiz primitiva. 


Demonstração: Seja 
m =pipÊ esplti 


Vamos supor que m possua uma raiz primitiva. Seja a uma raiz primitiva 
módulo m. Logo, (am) = 1 eordna = 4(m). Como (am) = 1, então, 
(api)=1 Vi=1,2,...,set;>1. Assim, pelo Teorema de Euler, temos 


, 
atri = Ymod pi). 


Sabemos que 

d(m) = bip otpã)... dlpt). 
Vamos considerar 

B=[6(pi) dp B),.. Apt). 
É claro que 

a” = 1/mod PED, vVi=],2, 
e, portanto, p(m) < B. Logo, 


CDE)... Op) < Iotphy dlp$),... d(pt] 


Mas, para que um produto de números seja menor do que ou igual ao mínimo 
múltiplo comum destes números, estes números, necessariamente, deverão ser 
relativamente primos dois-a-dois. 
pt! ; . : , 
Como d(p!) = (p — 1) sabemos que este número é par para p ímpar 
ousep=2,t> Disto concluímos que os números 


O(pi), lp), ... ólpb) 


serão primos, dois a dois, somente ses = | ous=2em 
acabamos de mostrar é que m, caso tenha raiz primitiva, deve: 
Pt ou 2pt (p primo ímpar). Como já provamos que números desta forma 
Possuem raízes primitivas então, ser da forma 1,2,4,p*,2p! é uma condição 
necessária c suficiente para que possua raiz primitiva. 


“TZ5 CAPÍTULO 6, RAÍZES PRIMITIVAS 
6.5 Problemas Resolvidos 


Problemas 5.1 Quantas raízes primitivas possui o primo 137? Enconttar um 
conjunto com este número de raízes primitivas incongruentes módulo 13. 
Solução. Sabemos, pelo Teorema 6.5, que o primo 13 possui P3- 1) = 
(12) =4 raízes primitivas módulo 13. Como 2 é uma raíz primitiva módulo 
13, temos, pelo Corolário 6.4 que 2*é raiz primitiva se, e somente se, (t, P(13)) 
1. Como os inteiros primos com &(13) e menores do que 12 são 5 Tello 
conjunto (2, 22,27,21) possui 4 raízes primitivas incongruentes módulo 13. 


! 


Problema 5,2, Mostrar que se T é um inverso de a módulo m, então ordma = 
ordma. 


Solução. Seja r = ordma e suponhamos que s = ordmã < 1. Logo, como 
aq = Hmod m), temos que 1 = (aa) = (a*)(mº) = aS(mod m) o que é uma 
contradição pois s <rer = Ordma. 

Problema 5.3. Provar que se a c b são raízes primitivas módulo um primo 
impar p, então ab não é raiz primitiva módulo p. 


Solução. Sendo a raiz primitiva módulo p temos que lp) =p — 1 é0 menor 
inteiro positivo para o qual qP=1-] = Otmod p). 


Como 
al = (atm = 1) (a*m + 1) = O(mod p) 
concluímos que ate =-I(modp). 
=] 
De forma análoga temos que b = —mod p) donde concluímos que 


(ab) PE = I(mod p),ie., ab não é raiz primitiva módulo p. 


6.6 Problemas Propostos 
1. Encontrar uma raiz primitiva módulo (a) 5; (b) 6; (e) 10; (d) 1; (e) 18; (1) 
19. 


2. Encontrar o número de raízes primitivas dos seguintes primos (a) 5, (d) 17, 


(a) 11, (d) 23, (5) 13, (d) 31. 


3. Mostrar que se m é um inteiro positivo c a um inteiro, (a,m) = 1, tal que 
ordma=m-— 1, então m é primo. 


4. Mostrar que os divisores primos ímpares de um inteiro n2 4 ] são da forma 
4kK+1. 
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5. Sendo p > 2, primo, e a > 1 um inteiro, mostrar que os divisores primos 
ímpares de a” + 1 são divisores de a + 1 ou são da forma 2np + 1. 


6. Mostrar que se a é uma raiz primitiva módulo p (primo) com p = 1(mod 9, 
então —a também é raiz primitiva. 


7. Mostrar que se a é um resíduo quadrático módulo p primo ímpar, então q 
não é raiz primitiva módulo p. 


Capítulo 7 


Representação de Inteiros como 
Soma de Quadrados 


74 O Problema de Waring 


Num trabalho publicado em 1770, Waring afirmou que todo inteiro positivo 
é a soma de no máximo 4 quadrados, no máximo 9 cubos e no máximo 19 
quartas potências, 

Embora ele não tenha apresentado nenhuma demonstração para estas afir- 
mações, às quais deve ter sido levado pela observação de muitos exemplos, 
provavelmente cle suspeitava da existência, para cada inteiro positivo k, de 
um inteiro positivo g(k), tal que todo inteiro positivo n pudesse ser expresso 
como a soma de no máximo g(k) k-ésimas positivas potências. 

No mesmo ano de 1770, Lagrange demonstrou que todo inteiro é a soma 
de no máximo quatro quadrados, 

Somente em 1859 é que surgiu uma demonstração para o fato de que todo 
inteiro é a soma de no máximo 9 cubos. Em 1909 Hilbert provou a existência, 
para todo k de um inteiro positivo g(k), independente de n, com a propriedade 
de que todo inteiro n pode ser expresso como a soma de no máximo g(k) 
k-ésimas potências. A demonstração, por ele apresentada, prova apenas a 
existência de g(k) mas não fornece informações sobre o valor real de g(k). 

Hardy c Littlewood desenvolveram métodos analíticos fornecendo limitan- 
tos superiores para g(k) para todo k. 

Nas seções seguintes, coracterizamos os inteiros que possuem representação 
como soma de dois quadrados, demonstramos o teorema de Lagrange sobre a 
representação de inteiros como soma de quatro quadrados e apresentamos um 
resultado de Euler que nos diz que certos primos possuem representação única 
como soma de dois quadrados. Para o leitor intere: 


sado noutros resultados, 


- 
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recomendamos o excelente livro de Grosswald [11]. 


7.2 Soma de Dois Quadrados 
Nesta seção caracterizamos todos os inteiros n para os quais a equação 
x +y?=n (7.1) 


possui solução em inteiros. Neste resultado, demonstrado primeiramente por 
Fermat, utilizamos a seguinte identidade, a qual é verdadeira para quaisquer 
números reais a,b,c c d. 


(02 + b2)(c2 + d?) = (ac + ba)? + (ad — be)? (7.2) 


Este fato elementar nos diz que o produto de números que podem ser re- 
presentados pela soma de dois quadrados também pode ser representado como 
soma de dois quadrados. Uma forma simples de sc verificar (7.2) é pela consi- 
deração de complexos « = a+bi e 5 = d+ci lembrando que «xpf = of af. 

Iniciamos com um resultado no qual identificamos os primos que possuem 
representação como soma de dois quadrados. 


Teorema 7.1 Sendo p um primo a equação x? + v =? possui solução inteira 
se, e somente se, p=2 oup = i(mod4) 


Demonstração: Observamos, inicialmente, que 2 = 12412. Sabemos que para 
todo primo ímpar p temos p = 1(mod 4) ou p = 3(mod 4). 

Como, para. todo inteiro a,a2=0 ou (mod 4) vemos que se xX+y2 =p 
então p = I(mod 4). 

Nos resta mostrar que todo p satisfazendo p = 1 (mod 4) pode ser expresso 
como soma de dois quadrados. 

Tomamos, pois, um primo p = 1(mod 4). Pelo Teorema 5.6 existe x tal que 
x? = —(mod p). Com este x definimos a função f(u, v) = u + xv e tomamos 
m= [VP]. Como yP não é um inteiro temos m < Vp < m+1. Consideramos 
os pares (u,v) deinteirosonde0<u<meO<v<m, Desta forma vemos 
que u pode assumir m + 1 valores e v, também, pode assumir m + 1 valores. 
Portanto o número total de pares é (m + 1)2. Como m+1 > yP temos 
que (m + 1)? > p, isto é, o total de pares é superior a p. Como um sistema 
completo de resíduos módulo p possui exatamente p elementos, concluímos 
que se considerarmos f(u,v) módulo p teremos mais números do que classes 
de resíduos para colocá-los. Logo, pelo Princípio da Casa dos Pombos, visto 
no Capítulo 3, existem pelo menos dois pares distintos (tvi) e (uz, vz) com 
coordenadas satisfazendo O <W <me0O<v<m(i=1,2) para os quais 


fu vi) = f(u2, va) (mod p). 
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Isto equivale a uy + xvy = to + xvzfmod Pp), isto é, uy — uz = —x(vy — 
va)(mod p). 

Elevando-se ao quadrado ambos os membros desta última congruência te- 
mos: 


(um — uz)2=x2vy — vz)? = —(vy — vz) mod p) 


És 


uma vez que x” = —l [mod p). 


Definindo a= uu — uz e b=vy,—vz obtemos 
a? +b? = O(mod p) 


ou seja, plta? + b2). Como os pares (u1,v1) e (u2, vz) são distintos, a e b não 
são ambos nulos, isto é, 22 + b2 >0. 

Sendo uj e 42 inteiros no intervalo [0,m] temos que a = uy — uz satisfaz 
-m <a<m, Também para b=v—v>temos-m <b< m pelamesma 
razão. Como m < fp concluímos que Jal < pe |bl < Pp. Isto nos diz que 
ai +b?<2p. 

Logo, a? + b2 é um inteiro divisível por p e satisfazendo O < q? + b? « 
2p. Como o único inteiro múltiplo de p neste intervalo é p, concluímos que 
a +b2 =p. [mm 

Este resultado nos permite, agora, identificar todos os inteiros que possuem 
representação como soma de dois quadrados. 


Teorema 7.2 Um inteiron pode scr representado como soma de dois quadrados 
se, e somente se, tiver fatoração da forma 
n=2ptpR..pralap...gê 


onde p; = (mod 4) eg; =3(mod4), i=1,2,...,,r,j=1,2,...,8S e todos 
os erpoentes P; são pares. 


Demonstração: Sabemos que 2 = 12 + 12 e que pelo Teorema 7.1 todos os 
pis podem ser representados pela soma de dois quadrados. Logo, se todos os 
Bjs forem pares cada um pode ser escrito como B; = 2.8/ o que nos diz que 
as = (az). Mas q = q +02, ou seja, a é soma de dois quadrados. 

Disto concluímos, usando a equação (7.2), que se todos os Bjs forem pares, 
n terá representação como soma de dois quadrados. 

Suponhamos, agora, que n possa ser representado como soma de dois qua- 
drados e que algum B; seja ímpar. Sem perda de generalidade podemos consi- 
derar 81 ímpar. Seja d = (a, b) onde a c b são inteiros tais que a +b2 =n. 
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Como dla c dlb temos a = kid e b = kzd. Sabemos, pelo corolário da, Propo- 


sição 1.4, que (&. 3) = 1, isto é, (k1,k2) = 1. Como dê, temos n = kd? 


2 2 
n a LA RARE e) 
ad =(8y O ema 


Como estamos supondo Bj ímpar o expoente de q; em k será ímpar pois 
k=n/d2. Logo, qylk e como (ky,k2] = 1 podemos concluir que 


(ask) =(quk)=1. 
Logo, pelo Teorema 2.8, existe x tal que kjx = kz(mod q1) e, portanto 


0= k=K+r+B=k+rki= KO +x?) (mod q)). 


Portanto, 


Como qu/kZ temos que x? + 1 = O(mod q1) ou seja, x2 = —I(mod q). 
Sendo q = 3(mod 4) sabemos que esta última congruência não é possível 
pelo Teorema 5.6. Disto concluímos que todos os Bjs devem ser pares caso n. 
possua representação como soma de dois quadrados 

õ 


7.3 Soma de Quatro Quadrados 


Na demonstração do Teorema de Lagrange, que fornecemos abaixo, vamos 
utilizar uma identidade semelhante a (7.2) cuja verificação é deixada para o 
leitor. 

(rt rc + dr asi t4v2)=(arybs+et+ dv 


(7.3) 
+as-br-ev+dt2 +(at+bv—cr— ds)? + (av —bt+cs— dr)? 
( 


Esta identidade nos diz, claramente, que o produto de números possuindo 
representação como soma de quatro quadrados possui, também, representação 
como soma de quatro quadrados. Feita esta observação nos falta apenas mos- 
trar que todo primo pode ser representado desta forma. 


Teorema 7.3 (Lagrange) Todo inteiro positivo possui representação como soma 
de quatro quadrados. 


Demonstração: Como observamos acima vamos mostrar que todo primo possui 
uma tal representação. 

Seja p um primo ímpar (lembre-se que 2 = 12+12+02+02). Pelo Teorema 
5.13, existem inteiros a,b c c tais que 


a2+b? + c?=O(mod p) (7.4) 
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Esta congruência pode ser reescrita como 
ap plrcird? = Mp (7.5) 


onde M éuminteiroc d=0. 


À equação (7.5) e o Princípio da Boa Ordem nos garantem a cxistência de 
um menor inteiro m satisfazendo (7.5), isto é, 


dr rcd=mp. (7.6) 


Como em (7.4) estamos trabalhando módulo p e a,b e c estão elevados ao 
quadrado podemos tomar a, b c € no intervalo fo. 5) em (7.4) e (7.5). Logo, 
Tri ai PSD sa 
mp=at+bi+e+d <a(5) =pº, istoé, m<p. 
Para concluir a demonstração será suficiente provarmos quem =], 
Vamos mostrar que a suposição, m > 1, nos leva à obtenção de um inteiro 
0<m<mo qual, também, nos fornece uma representação para m'p como 


soma da quatro quadrados, o que contradiz a forma como m foi escolhido. 
Separamos em dois casos: m ímpar e m par. Sejam >1l em ímpar. Em 


rt rcird=mp (7.7) 


podemos escolher ay, by, cy e dy no intervalo fo, 5) satisfazendo às equações 
a, = a(mod m), by = bfmod m), cy = c(mod m)e d; = dimod m). Desta 


forma temos af +bf+ cf + d$ = O(mod m) o que nos garante a existência de 
m'>0 tal que 


aj+bi+ci+di=mm. (7.8) 


ds E m 
Como os inteiros ay, by,c) e di são, todos, menores que — temos que m” < 
m. À suposição m” = 0 nos leva a uma contradição pois se m” = O então 
a=bi=ci=di=0e, portanto, a=b=c=d= Ofmod m) o que implica 
miimp. Como m2Imp implica mlp temos uma contradição, pois | <m < p. 
Logo, m' 70. De (7.7), (7.8) e (7.3) temos 
mpmím=mpm'= (024624 c2+d?)ai+bi+ei+d?) 
=(aa; +bb) + ce; + dd)? + (ab) — ba; — cdy + dej)Z (7.9) 
+(acy + bd; — ca, — db;)2 + (ady — be; + cb) — dar)2. 
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Como a=a;,b=b,c=c;ed=di(modm) e a = aa,bl=bby,ci= 
ccy e d? = ddy(mod m) vemos que as quatro expressões que estão elevadas 
ao quadrado do lado direito da última igualdade acima são múltiplas de m. 
Portanto existem inteiros q, b,C e d tais que (7.9) pode ser reescrita como 


mZpm' = (qm)? + (om)? + (Em)? + (dm)? 


ou seja, pm'=22+ b ++ | onde m'<m. 

Nos resta mostrar que no caso m par também podemos encontrar Mm < m 
tal que Tip é soma de quatro quadrados. 

É fácil ver que, para m par, necessariamente os inteiros a, b,c e d devem 
ser todos pares, dois pares e dois ímpares ou todos ímpares. Em qualquer um 
destes três casos podemos escolher a, b,c e d satisfazendo a = b(mod 2) e 
c = d(mod 2), o que nos permite escrever 


ORI O RICE 


mm ssã! mi s 
Portanto, tomando mi = — < m, obtemos uma expressão para Mp como soma 


de quatro quadrados. Pelas observações feitas anteriormente, concluímos que 
m = 1,ou seja, o primo p pode ser expresso como soma de quatro inteiros 
sendo cada um deles um quadrado. [| 


7.4 Um Teorema de Unicidade de Euler 
Com a finalidade de provarmos que certos primos possuem representação única. 
como soma de dois quadrados, vamos necessitar das seguintes proposições. 


= "92 
Proposição 7.1 Seumprimop=ci+deseexistirq>1 tulquepg=a*+ 
b2, (a,b)=1, então q é « soma dos quadrados de dois inteiros relativamente 
primos. 


Demonstração: É claro que se p = c2 + d2,p primo, então (c, d) = 1. Sendo 
rq= a? + b? temos 


02 +62) -aH(c2+ a?) = clpg — aZp =kp, 
onde k = c?g — a2. Logo, 


kp=cHal+ 63 —al(c2+ a?) 
=+e? — 02d? = (be — ad)(bc + ad) 


9 que nos diz que p divide pelo menos um dos fatores [bc — ad)e (bc +ad). 
Temos bc — ad £ O pois bc =adimplicaquea=ceb=d (lembre-se que 
(a,b) = (cd) = 1), 0 que implicaria p e pq iguais. 

Se pl(be — ad) temos be — ad = tp. Sejam 


b-te 
a+td 


E (7.10) 


IH 


Multiplicando-se a primeira das igualdades em (7.10) por “c” e a segunda por 
“d” temos 


cr = be-te? 
ds = ad+td? 


Subtraíndo, membro a membro, obtemos 
cr-ds=(bc-ad)-—t(c2 + d?) =tp-tp=0 
A: : s 
isto é, cr = ds, ou seja, r= de e, como (c d)=1,n= há é inteiro. 
c 


s 
Sendo s = temos que 


r 


H 
a 
e 
o 


s=ne (7.11) 
Neste caso de (7.10) temos 


pq=al+b? 


NH 


(ne—ta)? + (terna)? 
= (Pini(tra) =p(2 en), 
e, portanto, q = (t2+n2). O fato de (tn) =] segue de (7.10) juntamente 
com (7.11) uma vez que (a,b) = 1. 
O caso pl(bc + ad) é semelhante, isto é, se bc + ad = kp definimos 


= b-ke 
dA (7.12) 
Logo, 
cr = cb-kc? 


ds = ad—kd? 


e, portanto, cr + ds =bc+tad—k(c2+d2)=kp-—kp =0. Disto, concluímos 
queer=-ds, r=dnes=-cnonden=-s/c. 
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Levando-se estes valores em (7.12) obtemos 


pq=0+b" = (-cnrkd24 (dn + ke)? 
Krncra)=p(k rn? 


e, portanto, q=K2 + n?. 
A justificativa de que (k,n) = 1 segue pela substituição de r = dn e 
s= en em (7.12) mais o fato de (a,b) = 1. [m) 
À proposição seguinte é consegiiência imediata da anterior. 


Proposição 7.2 Se pq é a soma dos quadrados de dois inteiros relativamente 
primos e q não é a soma de dois quadrados de inteiros relativamente primos, 
então p possui um fator primo que não é a soma de dois quadrados. 

Demonstração: Seja p = pypz:-:pn onde cada primo pili = 1,2,...,n) 
é a soma de dois quadrados. Como pi(p2ps---Pnq) = pq é a soma de 
dois quadrados de inteiros primos entre si, a proposição anterior nos diz que 
P273:.. Pnq é a soma de dois quadrados de inteiros relativamente primos. Re- 
petindo este procedimento concluímos que q é a soma de quadrados de inteiros 
relativamente primos, o que é uma contradição. Disto concluímos que se q não 
pode ser expresso como soma de quadrados de dois inteiros relativamente pri- 
mos e pq pode, então p, necessariamente, deve possuir um fator primo que 
não é soma de quadrados de dois inteiros primos entre si. [| 


Proposição 7.3 Se um primo p divide a2+b? comta,b)=1, entãop é a 
soma de dois quadrados. 


Demonstração: A prova que apresentamos é por contradição utilizando a Pro- 
posição 7.2. Suponhamos que p não seja a soma de dois quadrados e que 
pila? +%2) com (a,b) = 1. 

Como p/a e pfb temos, pelo problema 29 do capítulo 1, que existem 
q1, 92,71 € rz satisfazendo 


a=qpr,, O<rm< 


b=qpára, O<r< 


DNIT NI 


2 
Logo, +ri=al+b Emp=Mp< e 


Como r; € rz são menores do que Pp. qualquer divisor comum de 1) e T2 
deve dividir M. Fazendo, se necessário, estas simplificações obtemos 


ai+bj=np, com (a,bj)=1 
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A Proposição 7.2 nos garante que n possui um fator primo py o qual não é 
a soma de dois quadrados e satisfaz py < a 


Se repetirmos exatamente o processo descrito acima com p1 no lugar de 
7 iremos obter um primo p>,p2 < py, O qual não é soma de dois quadrados. 
Mas esta afirmação contradiz o fato de que os fatores primos de todas as 
somas de dois números relativamente primos c suficientemente pequenos são 
expressos como soma de dois quadrados. (32442 =52,32422=13,32+12= 
19, 2+417=5,2+12=2). es 

Com este resultado podemos, agora, apresentar uma das demonstrações 
dadas por Euler para a unicidade da representação de certos primos como 
soma de quadrados. 


Teorema 7.4 Todo primo da forma 4n + 1 possui representação única como 
soma de dois quadrados. 


Demonstração: Pelo Teorema 5.6 sabemos que —-1 é um resíduo quadrático 
para todo primo p = T(mod 4), isto é, que existe um inteiro “a” tal que 
a? = —I(mod p) para p primo, p=4n+1. 

Logo como p[a? + 1 concluímos, pela Proposição 7.3, que p é soma de dois 
quadrados. Suponhamos a existência de duas representações distintas para p, 
isto é, p= a2+b2=c2+ d?, Sendo p ímpar um dos números a e b é ímpar 
enquanto o outro é par. É claro que o mesmo se verifica para os números c é 
d. 

Como a2?+b? = c2+d2 temos a2—c2 = d2—b2e, portanto, (a—c)(a+c) = 
(d-b)(d+b).Sgjar=(a-cd-b),loggga-e=mred-b=nr onde 
(rm) =1. Portanto, m(a+c) =n(d +). Sendo (m,n) = 1, se tomarmos 
s=(a+c, d+b), concluímos que a+c=nsed+b=ms. Sea ec são ambos 
pares ou ambos ímpares temos que r e s são pares. Se somente um deles é par, 
então r e s são ambos ímpares. Nestc caso ambos m e n são ímpares. 

É fácil ver que 


(2 +sB(m2 + n?) = msm ynh24n?? 
(a-c2+(d+b)+ (db) + (a +)? 
Aa +b)+2(c2 + d2). 


Dividindo, membro a membro, por 4 obtemos: 
(+smeni) a2rb? cia 
4 2 po 


Esta última igualdade nos diz que sc r e s são pares então p é o produto dos 
inteiros (m? + n2)/2 e (r2 + s2)/2 os quais são maiores do que 1. Seres são 
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ímpares eles não podem scr ambos iguais a 1 pois teríamos, neste caso, a = d 
eb=c. A hipótesedem =n = 1 tambémnos dariaa = deb =c, Portanto, 
quando r e s são ímpares, p é o produto de (124+s2)/2e (m2 +n2)/2 os quais 
são, ambos, diferentes de 1. Como as duas fatorações acima são impossíveis, 
uma vez que p é primo, a representação de p(p = 1(mod 4)) como soma de 
quadrados é única. [mm 


7.5 Problemas Resolvidos 


Problema 5.1 Provar que nenhum inteiro da forma 8k + 7 pode ser expresso 
como a soma de três quadrados. 

Solução. É fácil a verificação de que para qualquer inteiro n temos que n? = 
0,1 ou 4(mod 8). Como a soma de quaisquer três números congruentes a 0,1 
ou 4(mod 8) nunca é congrucnte a 7 módulo 8 o resultado segue. 


Problema 5.2 Mostre que nenhum inteiro da forma 4"(8k+7) pode ser expresso 
como a soma de três quadrados. 


Solução. Como m? = 0 ou I(mod 4) para todo inteiro m, x2+y? + z? poderia 
ter a forma 4"(8k +7) somente se x, y c z fossem pares. Logo x,y e z poderiam 
ser divídidos por 2 e portanto, 4"-!(8k +7) teria, também, wma representação 
como soma de três quadrados. Mas isto, não pode ocorrer pois implicaria, 
por repetição deste argumento, na existência de uma tal representação para 
8k +7,a qual não existe pelo Problema 5.1. 


Problema 5.3 Representar 765 como soma de dois quadrados. 

Solução. Como a fatoração 765 = 3? x5 x 17 não possui nenhuma potência 
ímpar de primo congruente a 3 módulo 4 o Teorema 7.2 nos garante a existência. 
de uma tal representação. Para encontrar dois quadrados com soma 765 re- 


presentamos 32,5 e 17 como soma de dois quadrados e utilizamos a equação 
(72) 


3 =324+02 
5=12+22 
m7=1244? 


765=32x5x17 
= (32 40)(012 42412442) 
=(32+6)(12442 
=2? +62. 


7.6 Problemas Propostos 


1. Dizer quais dentre os primos 11, 17, 19. 23, 29 c 31 possuem representação 
como soma de dois quadrados e fornecer a representação. 


q intei i õ ie Eis. 
2. Resolver, em inteiros, as seguintes equações x? + v?=146,x24+y? = 625, 
3. Dizer se existe um triângulo retângulo isósceles de lados inteiros. 


4. Mostrar que se o primo p é tal que p = 3(mod 4), então a equação p?= 
a2.+ b? possui solução inteira. 


5. Mostrar que, no problema anterior, a=0 ou b=0. 
PA SE E : Ed 
6. Encontrar um inteiro n e racionais, não inteiros, Te s tais quen = 12 +s*. 


7. Mostrar que todo quadrado perfeito pode ser representado como soma dos 
quadrados de racionais, não-inteiros, re s. 


caPÍTULO 7. REPRESENTAÇÃO DE INTEIROS 


Capítulo 8 


Frações Contínuas 


8.1 Definição — Notação 


No primeiro capítulo, descrevemos um método que se encontra em Os Elemen- 
tos de Euclides, para se encontrar o máximo divisor comum de dois números. 

Basicamente, como veremos a seguir, este método é usado para se conver- 
ter uma fração em fração contínua. Iniciamos, pois, com um exemplo. Vamos 


encontrar o máximo divisor comum de 79 e 28 pelo processo das divisões 
sucessivas. 


79 = 2x28 + 23 
2 = 1x23 + 5 
23 = 4x5 + 3 
5 = 1x3 + 2 
3 = 1x2 + 1 
2 = 2x1 + 0 


Logo, (79, 28) = 1, uma vez que 1 é o último resto não-nulo nesta sequência 
de divisões sucessivas. 

Como consequência imediata destas igualdades, podemos expr: 
racional 79/28 da seguinte forma: 


79 23 1 
e =2+5=2+% 
28 28 5 
1 1 1 
=2+ 7 =—2+ T=2+ i 
1+3 1+3 Lira 
1 1 
= E 2+ 7 = 
tar Les 
3 
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a 
E 
7 


« Dizemos que esta última expressão é a fração contínua que representa o 

número racional 79/28, ou a expressão de 79/28 sob a forma de fração contínua. 

A notação usada é [2,1,4,1,1,2]. De um modo geral uma expressão da 
forma 


aj+ E E == (8.1) 
q+ 1 
a +——— 
as+ qr 
é chamada de fração contínua e os números ay, 2,... são chamados de quo- 


cientes parciais. Como vimos acima, na sequência de divisões sucessivas para 
a obtenção do máximo divisor comum de 79 e 28, os números q; são, de fato, 
quocientes daquelas divisões. 

Se o número dos a;'s for finito dizemos que a fração contínua é finita e, 
caso contrário, dizemos que é infinita. 

Quando todos os a;'s são inteiros dizemos que a fração contínua é simples. 
Como vamos nos restringir, apenas, ao caso de frações contínuas simples, a 
expressão “fração contínua” deverá ser entendida como “fração contínua sirm- 
ples”. 

Uma expressão como (8.1) será denotada por [a1,a2,a3,...] e [ay, az; 

. 1 Gn] é a notação para 


1 
E 


Ano + E 


Vamos expressar o racional —37/5 como uma fração contínua. 
E de fácil verificação que, 


—-37 = —8x5+3 
= 1x34+2 

3 = 1Ix241 
Do= 2x1 0: 
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Logo, 

37 3 1 1 

— =Stç=8t5=8+—5 
5 
5 5 E 1+3 
1 
=-8+ T=—8+ ! i 
l+5 + 
7 z 


e, portanto, —37/5 = [-8,1,1,2]. 

Como se pode ver, no processo de divisões sucessivas, somente o primeiro 
quociente pode ser negativo. Disto concluímos que na fração contínua simples 
[01,a2,...] todos os a;'s são inteiros positivos, com a possível exceção de q). 

Vamos considerar a segiiência 2, 1, 4, 5, 3 e a fração contínua representada 


por [2, 1, 4,5, 3),i.e., 


2+ ! T 
+55 
TE. 
Era 
que pode scr, facilmente, reduzida a 
1 1 1 
2+ =2+ =2+ = 
BE Té e 
224870283 
83 83 
É óbvio que toda fração continua (simples) finita [01,2,..., An] representa 


um número racional. 

A recíproca também é verdadeira, isto é, um número racional pode ser 
representado sob a forma de fração continua pois o processo de divisões su- 
cessivas, como vimos no Capítulo 1, sempre, após um número finito de passos 
(divisões) nos fornece resto nulo. 

O número de quocientes parciais aj, na representação de um número racio- 
nal pode ser par ou fmpar uma vez que quando o an é maior do que 1 podemos 


substituí-lo por an — 1 + T Na representação acima de 233/83 teríamos 
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e, portanto, [2,1,4,5,3] = [2,1,4,5,2,1]. 
De modo geral, se ay > 1, temos 


lar,a2,... ,anl=[03,02,...,0n— 1,1). 


As observações que acabamos de fazer podem scr resumidas no seguinte teo- 
rema. 


Teorema 8.1 Todo número racional pode ser representado de duas maneiras 
distintas sob a forma de fração contínua e toda fração contínua (simples) 
finita representa um número racional. 

Chamamos a atenção do leitor para o fato de que a unicidade da represen- 
tação de um número racional em fração contínua (a menos da modificação do 
último termo an) é garantida pelo Teorema 1.2, 

A representação de 19/11 em fração contínua é dada por [1,1,2,1,2] e como 


“ 1 

5=0+5=0+ o 

pe) g 1+—-—+— 
re 


temos que 11/19 = [0,1,1,2,1,2]. 

Na realidade ternos, em geral, que se a representação em fração contínua 
do racional P(p > q) é dada por [a1,a2,... , an], então a representação de 2 
é dada por (0, a1,a2,... an]. 

Isto é consequência imediata do fato de 


q 


3=0+ 
Pp 


ataj — 


8.2 Convergentes 


Vimos que qualquer número racional pode ser representado sob a forma de 
uma fração continua (simples) 


E =[a1,02,...,0Qu-1,0n] 


onde a; é um inteiro positivo, negativo ou zero, e 42,03,... , Gn são inteiros 
positivos. 
Consideremos as frações 


q t 1 
=. = to e=a+ Te 
E U+as 


po 
8.2. CONVERGENTES 


obtidos pelas expansões das frações contínuas 
las], lay, 02), (01, a2, 03)... 


Estas frações são chamadas de primeiro, segundo, terceiro, ... convergentes, 
respectivamente, da fração contínua [a1,2, 43,...,0n-1, An). 

É claro que o n-ésimo convergente é igual à própria fração contínua. Nos 
teoremas seguintes mostramos algumas propriedades satisfeitas pelos conver- 
gentes de uma fração contínua. 

Se considerarmos 

o P 


==— onde pi=m e q=l 
1 q à 


= 


teremos, 


To ma+l pr 
g=g+t— =" = 
a2 az qz 
ondepz=ajaz+lcqz= a. 

Se calcularmos c3,cs,€s, obtemos, respectivamente: 


cy = S3P2tP1 4:P3; 
Agra q 

— Wps+p2 Ps 
+ asga rg qa 
— GsPpa+P3 (Ps 


id asqa Has q5 


Observando estes resultados podemos conjecturar que os numeradores p;'s e 
os denominadores q;'s dos convergentes c;'s satisfazem as seguintes relações: 


Pi=QpirtPpi-z 
G= GG-+ qi-z 
No teorema abaixo provamos, por indução, que estas relações se verificam 
parai=3,4,5,...,n. 


Teorema 8.2 Seja c; =pi/q; 0 i-ésimo convergente da fração contínua [a, az, 
+ 0m). Então o numerador p; e o denominador q; de e; satisfazem us se- 
guintes relações: 


Pi=po+Ppi-z (8.2) 
= qtas 
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parai=3,4,5,...,n; onde 
Ppi—=a0» pr=c2m +], qy=1, q2= a». 


Demonstração: Como já vimos o teorema é válido para i = 3, i.e., 


cy = P3 = Sept 
q3 asqrta 


ÀÁssumimos, agora, que a relação (8.2) sc verifica para todoj <icom3<i< 
m. Isto significa que 


Pi 


MPi-i+Pi-z 


ci=lasaz...al=— = 8.3 
E CO q aqustqar (83) 
Observando que, 
1 
c=0u+ T 
az+ as+ 
É 1 
+ 
a + — 
ai 
e que, 
1 
Cui=a)+ T 
a + FE 
ER i 
1 
+ T 
“tua 


vemos que c;+1 pode ser obtido de c; simplesmente pela substituição de a; por 


am - Isto nos diz que se pudermos mostrar que os números Pp; 1, Pi-2, 9-1 
ip] 
e q;-2 dependem somente dos quocientes parciais q, a2,... ,Q;-1, poderemos 
usar (8.3) para a obtenção de c;,1 pois estamos assumindo, como hipótese de 


indução, a validade de (8.3) para todo j < i. Como 


os números p; | e q; 1 dependem somente dos números q;..) e dos números 
Pi-»Gi-z Pis Gis Os quais dependem dos precedentes q's, p's c q's. Desta 
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forma pi-2, Qi-z Pi— € Qi-1 dependem somente dos primeiros i — 1 quocientes 
parciais q1, q2,... , q; 1 sendo independentes de a;. Portanto eles não serão 


alterados com a substituição de q; por a;+ 


- Podemos, portanto, utilizar 
Qu 


E ár ss 1 
(8.3) para a obtenção de c;, 1 bastando, para isto, substituir a; por q;+ ER 
im 
(a: + +) Pit+Pi-z 
(a: + =) quitar 
(aaa + pis + QunPi-2 
(ama; + Dai + aungi-z 


Ci 


aula + qi-2) + quer 
ArPitre 

Air + di 

Pest 

qi 


o que conclui a demonstração por indução. õ 
Por uma questão de conveniência vamos definir po = 1, p-1=0, go = 
0, q-1= 1. Com estas definições as equações (8.2) 


Pi=GPi+Pi-z 
G = ag + qi 


passam a ser verdadeiras para todo i = 1,2,3,.... 
A relação obtida no próximo teorema nos permitirá deduzir, facilmente, 
que para todo convergente c; = pi/q; temos que (pi gi) =1. 


Teorema 8.3. 4 relação 


pider— Prog = (=1)* (8.4) 


se verifica para todo | > 0, onde p; e q; são, respectivamente, o numerador e 
o denominador do i-ésimo convergente. 


Demonstração: Para i = O temos pog—p-1go=1 = (—1)º uma vez que 
po=q1=1ep 1=q0=0. 

Vamos assumir, como hipótese de indução, a validade de (8.4) e mostrar 
que a mesma relação também sc verifica quando substituímos i por t + dz 
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Sabemos, do teorema anterior, que 
Puwi=GnPi+p- e Gu = 0ng + qa. 
Logo, 
Prigi—Piqm = (Qupitpinai— Pilaydi+ qu) 


= Gu PiQ+ Pi — dPigi— Pidim 
(—Ipigi-— pira) 


Utilizando, pois, a hipótese de indução, obtemos 
Pungi— pigun = (Ii = (= 
o que conclui a demonstração. D 
Corolário 8.4; Para todo convergente c; = a temos que (pu gi) = 1. 
i 


Demonstração: Pclo teorema temos que piqi-1— pi-1g = (-1)", Isto nos diz 
que qualquer divisor comum de p; e q; deve ser um divisor de 1 ou —1. Logo 
o máximo divisor comum de p; e q; deve ser iguala 1. [m) 


8.3 Aproximações Sucessivas 


Nesta seção descrevemos um processo de obtenção de aproximações sucessivas, 
por racionais, para um número irracional. 

Seja x um irracional e seja «1 = |), isto é, ay é o maior inteiro menor do 
que «. Logo, 


«a=a+t—, 
x 


e, claramente, x, = 


é irracional e x; > 1. Podemos, pois, escrever x1 
1 


na forma 
X=Q+— 
x2 


onde a2 = [x1], x2 irracional e xz > 1. Podemos repetir este processo, 
obtendo: 


1 
e=0+— 
1 
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1 
Xnt1 


*n = Any 


onde todos os a;'s (i > 1) são inteiros maiores ou iguais a 1 e todos os x;'s são 
irracionais maiores do que 1. O fato de cada x; ser irracional nos garante que 
este processo pode ser repetido um número qualquer de vezes. Utilizando as 
equações (8.5) vemos que 


1 1 
«= mt—=m+ Tent 1 7 
*m Ut Q2tazt 
1 
= 0+t———. 
az+ E: 
a: 
*Cu+T 
Definimos (ay, 02,03,...] = Jim [a1,a2,... , An). 


Vamos ilustrar este processo obtendo a expansão de v3. 
Sendo ay=[V3|=1e 


1 1 
vV3=0g+—=1+— 
x x1 


temos 


1001 (V3+0 434] 
v3-1 (V3-1)(V3+1) 2 


x= 


Consegiuentemente 


1 
VB=1t q =1+ ao 
431 


Como az = [2H] = 1 temos 
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donde obtemos 


1 
x2= =v3+41 
v3 
Sem 
Logo, 
1 
V3 = 14—=1+4 TE 
x 1+5% 
1 
= 1+5 7 
tan 
Como a3 = [v3+ 1] =2, temos 
1 1 
V3+l=xm=at—=2+—. 
x3 x3 


Resolvendo esta última equação para x obtemos: 


na 1 341 
“(41-39 12 


Sendo x3 = xy concluímos que xa será igual a x> c desta forma, continuando 
com este processo, iremos obter para a segúência a1,02,03,... os valores 
1,121, 2,1,2,.... Logo a fração contínua infinita representando v3 será dada 
por: 


V3=[1,1,2,1,2,1,2,..1=0,7,3 


Chamamos fração contínua periódica a uma representação como esta em que 

uma seguência de números se repete periodicamente. Colocamos uma barra 

sobre a parte que se repete que é chamada de período da fração contínua. 
Para « = 6 obtemos a seguinte sequência 


tV6]=2 


q 


x = 


q = 


x» = 
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a = [V6+2]-=4 
E IO 62 
2 (vê+g-a 2 ! 
Como x3 = x1, vemos que q4 = G2,Q5 = 03,06 = 42,07 =3,.... Logo, 
v6=[2,2,4,2,4,...]=[2,2,9) 


Dada uma fração contínua periódica podemos reverter o processo acima para 
a obtenção do número irracional representado por ela. 
Consideremos 


224 = 2+ 


n 
to 

+ 
) 


onde 


Desta última igualdade observamos que, 


1 
v=2+— 
4+5 


2+vê 


da qual obtemos a equação 2y? — 4y— 1 =0, ou seja, y = 


+ uma vez 


que y é positivo. Logo, 


p Za = 241024 


h 
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Até o presente momento já vimos que toda fração contínua finita representa, 
um racional, que todo racional é representado por uma fração contínua finita 
e que um irracional é representado por uma fração contínua infinita. 

Vale mencionar que nem todo irracional possui uma representação periódica 
quando representado sob a forma de fração contínua. O número 7 possui a 
seguinte representação 


m=[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,...] 


onde não há nenhuma sequência (período) que se repete. Lagrange , em 1770, 
caracterizou todos os irracionais que possuem representação periódica quando 
expressos sob a forma de fração contínua. Ele mostrou que a fração continua 
infinita que representa um irracional é periódica se, e somente se, este irra- 
cional for raiz de um polinômio da forma ax? +bx+c =Oondeabec 
são inteiros. Este resultado nos diz, em particular, que somente irracionais 
algébricos podem ter representação periódica. 


84 Propriedades dos Convergentes 


No teorema seguinte mostramos algumas importantes propriedades da sequência 
c1,€2,€3,... dos convergentes de uma fração contínua. 


Teorema8.5 A segiiência cy,c2,Ca,... dos convergentes de uma fração contínua 
satisfuz as seguintes propriedades: 

()ci<ca<cs<c<::<Cans1 

(ii) c>ce>e>:>em 

(iii) con+1 < Con+2 < Can. 


Demonstração: Pelo Teorema 8.3 temos que 
Pig prq = (DD! (8.6) 


a qual é válida independentemente da fração contínua ser finita ou não. Divi- 
dindo ambos os lados desta igualdade por q;g;—1 obtemos: 
po per (o 


& qa Gig 


pi 
Como c; = — temos que 
i 


tt 
Qi 


CG C= 


(8.7) 
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Mas sendo 


6) Pi Piz — Pidi2o Pim 


q qa qq (88) 


obtemos, usando o fato dep; = ap; 1+Pizeq=adg+q que 


(api + Pi-2gi-2— Pi-alaigi a + qua) 


Ci—Ci-z = 
Gigi 
— Silpi giz — prozqin) 
GG 
o mt! 
Gg 
isto é, 
Go e ENO fa 
VR E 
ENT) Gidi-z (8.9) 


Tomando i =2ei =3 em (8.7) obtemos, respectivamente, 


1 ao 
o-c=-—— >0 e Bos 
qm q3q2 


uma vez que todos os q;'s são positivos. 
A equação (8.9) nos diz que para i = 3 temos 


a: 
ca-c="2 50 
Gagr 


pois 3,3 € q1 são, todos, positivos. Sendo, pois, €| < C3C1 <Czecz>c3 
temos que cy < cz < cz. Usando, agora, i=3ei=4em (8.7)ci=4em 


(8.9) obtemos c3 < c4 < ca. Repetindo este processo obtemos a sequência de 
desigualdades: 


Cs<ce<cs 
C7<cs<ce 


Combinando estas desigualdades obtemos 


C<SC<LLC<C<-<cu<e<Lcn< <C<C<cz 


O que conclui a demonstração. = 
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O que acabamos de mostrar é que a sequência dos convergentes de índice 
ímpar forma uma sequência crescente que é limitada superiormente e que a 
sequência dos convergentes de índice par forma uma sequência decrescente e 
limitada inferiormente. 

Há um resultado fundamental em Análise que diz que toda seqiiência crcs- 
cente'e limitada superiormente converge c que toda sequência decrescente e 
limitada inferiormente também converge. 

Sejam, pois, £ o limite da sequência c;,C3,€5,... ,€241-.. e fp 0 limite 
da sequência C2, C4, C6, FC inss 

Como os números g;'s são calculados através da relação q; = qiqi-+Hqi-z 
e os números q;(i > 2) e q;(i > 1) são todos positivos concluímos que a 
segiiência dos q;'s cresce indefinidamente. Isto implica que se tomarmos 1 = 2; 
em (8.7), teremos 


1 


e) e 1= — 
4 q23a2-1 


o que nos permite concluir que o jm n (ca; —c23-1)=0. 
Sendo dim ne r=tye ico Ex- = to concluimos que Cp = ty. 


Meiicionaos, anterionnentes a possibilidade de se obter um processo de 
aproximações sucessivas, por racionais, para um número irracional. Já vimos 
como obter a representação sob a forma de fração contínua para um irracio- 
nal c, também, que a segiiência c),€2,C3,... dos convergentes de uma fração 
contínua converge. 

Provamos, a seguir, que o limite para o qual a sequência dos convergentes 
converge é, na realidade, o número irracional que deu origem à fração contínua. 
Embora este fato pareça óbvio ele precisa ser provado. Para isto necessitamos 
do seguinte resultado. 


Teorema 8.6 Para qualquer número real « temos: 


apii+pi-a 
lay, az,... mp a]= ">" * (8.10) 
Agi + qi z 
onde q1, d2, 03,... é uma segiência infinita de inteiros positivos com a possível 


exceção de a1 e as segiências dos p;'s e q;'s são dadas por (8.2), isto é, 


po = 1,p.1=0, q0=0, qi=1 
Pi Qpii+pi-z 
q = ugr+azxizl. 


Il 
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Demonstração: Paran = 1 o resultado deve ser visto como 


= Po-P— 
«go +q- 


o qual é verdadeiro pelas condições iniciais. 
Paran =2 temos 


lay, a] = 


api+po aa+l 
aqi + go x 


o que é verdadeiro uma vez que [01,9] = q) + + 
Estabelecemos, agora, o resultado por indução. Considerando verdadeiro o 


resultado para [a7,a2,.. 


« ,Gi-1, x] temos 


1 
laaz...vapo] = [01,02...,0;-na+ ps 
= lm+Ppertpis 
(+ Ea+ qr 
= Mapir+Pid+pis 
olade 1 + Guz) + qr 
— Pt 
AGR + Gi 
o que prova (8.10). [m) 
Consideramos, agora, a seqiência ay, az, a3,... dada por (8.5) c a sequência 
dos convergentes c; = p;/q;. Sabemos que, 


q = 


1 
q+—= 
x 


lo1,a2,x2] = 


1 
la1,x1] = [a1,a2 + —) 
x2 


1 
la1,a2,03 + —] = 
x3 


1 
l01,02,03,x3] = [a7,92,... ,0;-1+ —] 


Xi—1 


la, a2,03,...,0;-1,X1] 


e pelo Teorema 8.6 temos 


a=[01,02,03,... 


Tomando a diferença 


«ec 


Xi—Pi-1+ Pi-z 


Mpx = : 
Xi + qi-2 


Xp tp o 


X-gi+ 
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= —Piig2— Pig) (811) 
Gilxigo + qa 
(8.6) (ot 
o qlqr) 


podemos concluir que lim (a — c;-1) = 0 uma vez que a sequência dos q;'s é 
isoo 
crescente e os números x;'s são positivos. 


Portanto x = lim c; = lim[as,a2,...,a;] = [01,02,03,.. 
ea: 1 À5o inoo E Ag 
limite da sequência dos convergentes da representação do irracional « sob a 


forma de fração contínua é igual ao próprio «. 
O Teorema 8.5 nos permite provar que toda fração contínua simples infinita 
representa um irracional. Isto é o que mostramos no próximo teorema. 


1, ou seja, o 


Teorema 8.7 Toda fração contínua simples infinita [01,2,03,...) representa 
um irracional. 


Demonstração: Denotando (ay, G2, as,...] por « nós observamos, pelo Teore- 
ma 8.5, que « está entre c; e Ciy1 €, portanto, O < Ja — cj < Icy — cil. 
Multiplicando por q; esta desigualdade e utilizando (8.7) temos 


5 1 
O<lagi—pil< cria —eail<-—. 
Gi 


E . , a pai ss : 
Supondo « racional, isto é, a = » aeb inteiros com b > 0, a desigualdade 
acima, após multiplicação por b nos fornecc 


lag; — bpil < a 
iv 
Como a seqiiência dos q; é crescente podemos escolher i suficientemente 
grande de forma que b < qu. 
Desta forma o inteiro ag; — bp; estaria entre 0 e 1, o que é impossível. O 
Nos próximos teoremas são provados dois importantes resultados. Mostra- 


mos que todo convergente id de « satisfaz 
n 


1 
-sjes 
Gl dA 
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Demonstração: Por (8.5) temos que an,1 < Xn. Este fato, juntamente com 


(8.11), nos fornece 


1 1 


1 1 


didi q? 


< 
Adm q 


onde usamos o fato de q; < qiu.1 uma vez que a sequência dos qj's é estrita- 
mente crescente. [m) 


Teorema 8.9 Seja « um irracional e pn/qn os convergentes da expansão de « 
em fração contínua. Se a/b for um racional com b > O tal que 


le-il< 

b 
para algum n > 1, então b > qn. Mais ainda, se |ab — a] < Jxgn — Pnl para 
algum n >0, então b > qua 


Demonstração: Inicialmente mostramos que a segunda parte do teorema im- 
plica a primeira. Supondo falsa a primeira parte teremos a existência de um 
racional a/b com 


Destas desigualdades obtemos 
lab — al < locgn — Pnl. 


Mas a segunda parte do teorema nos diz que isto implica b > qn+1- Logo 
temos uma contradição pois qn < Qn+) paran >0. 


ros -—— ERÉEa. rija ss ===" 0" GAMIULU 6 PRAÇUES GUN HNURS 


Para provarmos a segunda parte procedemos, novamente, por contradição. 
Suponhamos |xb — al < [agn — pal e b< qui 
Consideremos o sistema lincar em x e y 
Pnx+Pany=a (8.19) 
MXtqany=b 


Por (8.4) o determinante principal deste sistema é 1 e, consegiientemente, 
este sistema possui uma solução em inteiros x e y. Na realidade ambos, x e 
4, são diferentes de zero. Isto porque se x = O então b =yqn+1 0 que implica 
yv>0cb> qn+1, em contradição com b< ques. 

Sey=Oentãoa=xpr,b=xqgn e 


lxb—al = laxgn— xp 
Ix| legn — Pnl 2 leqn — Pnl 


I 


uma vez que |x| > 1 o que nos dá, novamente, uma contradição. 

A seguir mostramos que x e y possuem sinais opostos. Se y < 0, então 
*Xn=b-yqnen isto é, x>0. 

Se y > 0 então b < yqn,1 pois b < qn41. Portanto xqn é negativo o que 
nos diz que x < 0, 

Concluímos, agora, de (8.11) que aq, — pn € &Gn+1— Pn+1 possuem sinais 
opostos e, portanto, x(&qn — Pn) e Y(XQn4:1— Pn+1) possuem o mesmo sinal. 
Do sistema (8.12) obtemos ab — a = x(xq, — pa) + Y(agnr1 — Pn41). 

Desta forma, como os dois termos da direita da igualdade acima possuem 
o mesmo sinal, temos 


lub—al = Iilagu> pa) + ylagrr — Proa) 
= [oq —pn)l+ ylagqre — pra) 
> Iaqn—pn)l = xl lag — pnl 
2 lagn—pal. 
Como isto nos dá uma contradição. o teorema está provado. [| 


Teorema 8.10 (Lagrange) Seja « um número irracional. Se existir um racional 
a/b,b>1, tal que 


-lom 


então a/b é um dos convergentes da expansão de « em fração contínua. 


8.5, PROBLEMAS RESÓLVIDOS 


Demonstração: Suponhamos que exista a/b um racional satisfazendo a hipótese 
do teorema e que a/b não seja um convergente da fração contínua de «. Sem 
perda de generalidade podemos supor (a,b) = 1. Sejam o inteiro tal que 
qn <b< qn. Para este inteiro n a desigualdade Jab — a] < |xqu — pal é 
impossível pelo Teorema 8.9. Logo 


1 
lxqn — Pu] < lb — al < 5» 


1 
2bqn 


a PB] < 


ER 


Usando o fato de que a/b £ pn/qm e que bpn — aqn é um inteiro não nulo 
obtemos 


1 = » a 
ban — bgn q b 
a Pn 
= —-+— —& 
a 5º qn 
a Pn 
< la- é] = Er 
me pn b | Gn 
> 1 + 1 
22 * Zoqn 
e isto implica b < qn o que, sendo uma contradição, completa a prova do 
teorema. ja 


8.5 Problemas Resolvidos 
Problema 5.1 Mostrar que para « € R a seguinte relação se verifica 
anlqu-ia — Paoil+ Qnoilgna — Pal=1. 


Solução. Como « está entre pn/Qn € Pn-1/qn-1, temos 


am Prod a gm Prjo [Pro Palo sygqur. 
Qu dn dn dn 
Basta multiplicar, ambos os membros, por QnGn-1, que o resultado segue. 
Problema 5.2 Mostrar que sc q; >0 e e = [01,02,... ,Qn] então, 
im 
Pr lan ant an a] 


Pn-1 
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Solução. Paran = 1 temos [a)]) = a) = SL = E. Portanto o resultado é 
verdadeiro para n = 1. 
Assumimos que, 


pus = [ap ap... , 02,01] 
Pr-1 
onde 1 <k<n. Então, 
h ] E ! 
Qk+1 Ok, dk... 02,01) = qt ———— 
ko Ok A + 02, Aa PR 
1 
= quto— 
TF pr/pra 
— MePkA PO Pd 
Pk Pk 


pelo Teorema 8.2. Portanto o resultado é verdadeiro por indução. 


Problema 5.3 Uma fração contínua simples é chamada simétrica no caso em 
que aq, =anipara0<i<mn. Por exemplo [3,2,1,2,3] é simétrica. Mostrar 
que se o racional r/s, (1,8) = 1, possui representação simétrica então, 


rI(s2 + (=1)"). 


r 
Solução. Sendo (r,s) = 1 temos que a Pn >r=Pnes=gqnumavezque 


n 
(pod) =]. E 
Pelo problema anterior e pelo fato de - possuir representação simétrica 
s 
temos que, 


Pn 
Pr 


= [0man-...,a201)=[03,02,...,0n) 
r 
s 
o que nos diz que Qu =Pn-1=S8. 
Como pelo Teorema 8.3 Pnqn-1— Pn-1Qn = (—1)” concluímos que, 
qu sÊ= (IP 


Logo, rqn-1=s2+(—1)" e, portanto, rl(s2 + (— 1)". 
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8.6 Problemas Propostos 


1. Encontrar o número racional representado sob a forma de fração contínua 
em cada ítem abaixo: 


a) [3,1] c) [22,2] 

b) [1,141] £) [3,6,1,7] 
e) [0,6,5] g) [8,7,15,1) 
d) [1,2,3,4] h) [2,3,2,1,2] 


2. A representação sob a forma de fração contínua simples infinita (não- 
periódica) do número e é dada por: 


e=[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...] 


Encontrar os primeiros 6 convergentes desta fração contínua. 
3. Encontrar o irracional representado pela fração contínua [1,1,1,1,...]. 
4. Expressar os seguintes racionais sob a forma de fração contínua 
a) 1/7 b) —51/23 c) 114/235 d) 34/21 
5. Mostrar que se pn/qn = [01,02,...,Qn] então qu/Qn-) = [0n,an-1, 
- 03,02] 
r 
6. Suponha quer >s>0,(r,s)=1e que = [03,a2,... an]. Mostrar que 


se pullgi +(-1") então a;= an gparal<i<n, isto é, la,,a2,...,Qn] é 
simétrica. (sugestão: ver problema resolvido número 3) 


Capítulo 9 


Partições 


9.1 Partições 


As partições de um inteiro positivo são as diferentes maneiras de se expressar 
este inteiro como soma de inteiros positivos. Às partições dos inteiros 3, 4, 5 
c 6 são as seguintes 


3 4 5 6 
241 3+1 4+1 541 
1+1+1 2+2 3+2 4+2 
2+1+1 3+1+1 44141 
1+1+14+1 2+2+1 3+3 
2+1+1+1 34+2+1 
Tet414+141 3414141 
2+2+2 
2+2+1+]1 
241414141 


II AI ++] 


Tabela 9.1 

Denotamos por pfn.) o número de partições de n. Da tabela acima temos 
que p(3)=3. p(4) =5, p(5) = 7 e p(6) = 11. Os números que compõem 
uma, partição são chamados de partes desta partição. É claro (da definição) 
que, numa partição de n, nenhuma parte pode superar n, e que a ordem das 
partes não está sendo considerada. Para ilustrar quão rápido é o crescimento 
de p(n), listamos alguns outros valores: p(20) = 627, p(100) = 190.569.292 e 
P(200) = 3.972.999.029.388. Mencionamos, &o leitor interessado, a existência 
de uma fórmula exata para o cálculo de ptm). Isto resultou do trabalho dos 
matemáticos 8. Ramanujan, G.H. Hardy e H. Rademacher, ver [2]. As princi- 
pais idéias para a obtenção desta genial fórmula foram do grande matemático 
indiano Ramanujan. 
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Se denotarmos por py(n) o número de partições den tendo k como a maior 
parte, a tabela anterior nos diz que pz(3) = 1, pa(5) =2, pa(5) = 1, Pslg) =1 
epsl6)=3. 

Como a maior parte não pode superar n, temos que pa(n) = Te pu(n) = 0, 
para k >n, 


» 


Listamos a seguir os valores de p«(6), para k = 1,2,...,6. 
[k 1[2[3]475[6] 
[pxto) [1[3 [3]2[1/1] 


Tabela 9.2 


É claro que, 


6 
> pulo) =p(6) 


k=1 


e, em geral, 


> pm) =pím). 


t=1 


Podemos também classificar o número de partições de n de acordo com 
o número de partes. Observando as partições de 6 listadas na Tabela 9.1 e 
denctando por qu(n) o número de partições de n com exatamente K partes, 
temos a tabela abaixo. 


k 1[2[374]576] 
ato) [13 [3 [2[1[1] 


“Labela 9.3 
Pode-se observar que os valores listados para p«(6) e qu(6). nas Tabelas 
9,2 e 9.3, são os mesmos. Não se trata de coincidência. Como mostramos a 
seguir, pr(n) = qu(n), para todo n. 


9.2 Gráfico de uma partição 


Uma partição do inteiro n pode ser representada graficamento por meio de 
um conjunto de n pontos no plano, colocando-se em cada linha, e em ordem 
decrescente, um número de pontos igual a cada uma de suas partes. 

O gráfico da partição4+3 +] +] de9 é: 
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As'partições 24+1,4+1+1e3+3+2+42+1 possuem as seguintes 
representações gráficas: 


2+1 4+1+41 34+34+2+2+1 


Se na representação gráfica de uma partição de n trocarmos as linhas pelas 
colunas, obtemos uma outra partição de n chamada de conjugada da partição 
considerada. 

Listamos a seguir os gráficos de algumas partições com suas respectivas 
partições conjugadas. 


Partição Partição conjugada 

5+2+1 3+2+1+1+1 
Partição Partição conjugada 
4+4+2 3+3+2+2 


Partição Partição conjugada 
3+2+1 3424] 
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Observe que a conjugada de uma partição não é, necessariamente, distinta 
da partição original. 


Teorema 9.1 O número pw(n) de partições den tendo k como a maior parte 
é igual ao número qu(n) de partições de n com exatamente k partes, isto é, 
prím) = quim). 


Demonstração: Por intermédio da operação “conjugação” definida no conjun- 
to das partições de n, vemos facilmente que toda partição tendo k como maior 
parte é transformada em uma partição que posssui exatamente k partes, e que 
cada uma que possui k partes é levada em uma que possui k como a maior 
parte, o que conclui a demonstração. (| 


Corolário 9.2 Seja Pu(n) o número de partições de n com partes menores do 
que ou iguais a k, e Quin) o número de partições de n com, no máximo, k 
portes. Então, Pun) = Qun). 


Demonstração: A opcração de conjugação transforma cada elemento contado 
por Pu(n) em um único elemento contado por Qu(n), isto pela mesma razão 
apresentada na demonstração do teorema. [nm 

Se denotarmos por F(n) o número de partições de n em que cada parte 
aparece pelo menos duas vezes e por G(n) o número de partições de n em 
partes maiores do que 1 e tais que inteiros consecutivos não aparecem como 
partes, pode-se mostrar que F(n) = G(n). 


Teorema 9.3 F(n) = G(n) para todo inteiro positivo m. 
Demonstração: Uma vez mais tomando-se o conjugado de uma partição enu- 


merada por F(n), teremos exatamente um dos elementos enumerados por G(n). 
O exemplo abaixo ilustra esta afirmação. 


O fato de cada parte aparecer pelo menos duas vezes implica que, na par- 
tição conjugada, a menor parte será pclo menos 2 c que inteiros consecutivos 
não poderão ocorrer como partes. 5 
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Dizemos que uma partição é autoconjugada se ela for igual à sua conjugada. 
Por exemplo, 3+2+1c5+3+3+1+1 são autoconjugadas, como se pode 
verificar pelas suas representações gráficas: 


3+2+410 543434141 


Se, em cada uma delas, trocarmos as linhas pelas colunas teremos a mesma 
partição. Uma simples transformação, que daremos a seguir, nos permite 
provar que o número de partições de n que são autoconjugadas é igual ao 
número de partições de n em partes ímpares distintas. Para ilustrarmos esta 
transformação vamos considerar a seguinte partição autoconjugada de 26. 


7+5+5+4+3+1+1 


É claro que o número de pontos dentro de cada uma das áreas delimitadas 
é ímpar e estes números são necessariamente distintos. Neste caso, temos 
134+7+45+1. Reciprocamente, dados números ímpares distintos, podemos 
colocá-los numa disposição semelhante a que temos acima, obtendo, desta 
forma, o gráfico de uma partição autoconjugada. Por exemplo, a partição 
11+9+5+3 de 28 pode ser representada por: 


e é, obviamente, autoconjugada. Temos, portanto, demonstrado o teorema: 


Teorema 9.4 O número de partições autoconjugadas de n é igual ao número 
de partições de n em partes ímpares distintos. 
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9.3 Funções Geradoras 


Antes de introduzirmos o conceito de função geradora para partições, gos- 
taríamos de chamar a atenção do leitor para uma importante interpretação 
combinatorial para quin), o número de partições de n com exatamente k. 
partes. Como vimos, as partições de 6 são (6), (5, 1), (4, 2), (4,1, 1), (3,3), 63, 
SLBLLLSALBLILLIe(1,11,1,1,1% 

Se desejarmos distribuir 6 objetos idênticos em 3 caixas idênticas, sem que 
nenhuma fique vazia, teremos apenas as possibilidades (4, 1, 1), (3,2, 1) e (2, 
2, 2), que são as partições de 6 em exatamente 3 partes. De mancira análoga. 
podemos concluir que o número de maneiras de sc distribuir n objetos idênticos 
em k caixas idênticas, sem que nenhuma fique vazia, é igual a quim). 

Pretendemos, através de exemplos, introduzir o conceito de função gerado- 
ra. 

Consideremos a função F(x) = (1 + x)”. Na sua expansão, i.e., 


aee (0) (ee (++ (De 


n 
podemos observar que o coeficiente de x* é igual a a 


n 
k 


n 
por (1+x)" ou que (1 + x)" é a função geradora da segiência ax = (o. De 


Diremos, então, que a segiiência ax = ( ) parak =0,1,2,...,n é gerada 


maneira análoga, como os coeficientes de x* na expansão de 


) 
Gl) = == 1a d+ 


são todos iguais a 1, diremos que G(x) = 1/(1 —x) é a função geradora para 
a sequência a =1, k=0,1,2,... 

Como H(x) = 1/(1-x2) = 14x2+x*+---, H(x) é a função geradora para 
a seqiiência a, = (1+(—1)9)/2, k=0,1,2,... 

De um modo geral, a função geradora (ordinária) para a sequência ax, k = 
0,1,2,... é definida como sendo a função G(x) que possui ay como coeficiente 
de x* quando expressa em termos de potências de x, i.e. 


n 
Gh)=ao+ax+axyax)+-= a at 
k=0 
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Seguindo esta idéia vamos obter uma função geradora para as partições de 
m em partes ímpares distintas. Se tomarmos o produto, 
rota pa =x po lp + 
xt pa Det 4 2? 4 2x0 4 2x 4 Il 4 Il px lS 


é fácil ver que o coeficiente de xº é igual a 1, que é o total de maneiras de 
se escrever 6 como soma de ímpares distintos. A potência xº aparece como o 
produto de x)-x!. Como 11 só pode ser escrito como soma de ímpares distintos 
nas formas W = 11 €11=7+3+1, o coeficiente de x! nesta mesma expressão 
é igual à 2. O coeficiente de x!º é igual à 3. De fato, somente se obtém x!4 
quando se multiplica x -x3, x) .x!! e x). x?, Interpretando-se este produto 
desta forma, vemos que 


oo o 
[o +0=5 ame, 
k=0 n=0 


onde di(n) é o número de partições de n em partes ímpares distintas, isto é, 
que 


o 


Jo +) 


k=0 


é a função geradora para din). 
Se estivermos interessados somente nas partições de n em partes distintas 
devemos tomar o seguinte produto: 


Cad 4) (eo 


Como na partição de um número menor do que ou igual a 10 nunca pode- 
remos ter partes superiores a 10, se tomarmos o produto 


ga ad) (a!) 


teremos a função geradora para as partições de todos os números menores ou 
iguais a 10 em partes distintas. Como o produto acima é igual a: 


Texts Dé it 3 at rx + 6x8 + 8x? 4 JOx O o 
podermos obscrvar, por exemplo, que, sendo o coeficiente de x igual a 5, exis- 


tem 5 partições de 7 em partes distintas, que são: 7, 64+1,9+2,4+3€ 
44241, 
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Das observações que acabamos de fazer pode-se concluir que a função ge- 
radora para as partições de n em partes distintas é dada pelo produto infinito 


Jo +. 
k=1 


Vale mencionar que, como os termos (1 +x"*1), (1+x"+3) ..., não contri- 
buem para as partições de n, para se achar o total de partições de n em partes 
distintas, basta considerarmos o produto finito (149) +x2) (1 +x). 

Utilizando-se do mesmo argumento anterior é fácil ver que a função gera- 
dora para as partições de n em partes pares e distintas é dada por: 


o 


Jo +, 


k=1 


e que a função geradora para as partições de n em partes que são quadrados 
distintos é igual a: 


fa 2 
[o +. 
k=1 

Como, 


erga) 4x!) = 
=x ato o pal pa pp alé poe, 


concluímos que, dentre os númcros de 1 a 16, somente 8 possuem partições 
cujas partes são quadrados distintos. 

Mostraremos a seguir que a função geradora para pí(n), o número de par- 
tições de m, é dada por: 


— 1 
Deme=T— 
n=0 k=1* 

onde p(0) = 1. 

Por estarmos mais interessados na interpretação combinatória de p(n) como 
coeficiente de x” nesta expansão, vamos demonstrar esta identidade, original- 
mente apresentada por Euler, utilizando somente argumentos combinatórios. 
Uma demonstração analítica rigorosa pode ser encontrada em [5] ou [12]. 

É claro que, sendo 


— = Jaxtxsxpadao 
x 
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taxi prt pts 


Tex EM EM ps 


temos, 


=x da ex axt ext +) 


Á 


ks 


rito de) 


donde concluímos que as contribuições para os coeficientes de x” vêm de um 
termo xº da primeira série, de x2% da segunda, de xº3 da terceira, ..., e 
de xMêm da mélrs série, onde q; > 0, para todo i. Sendo o produto destes 
termos igual a x”, temos que 


ar+2az+3a3+:+man=n. 


Cada a; deve ser visto como o número de Vs que aparecem na partição de 
n, isto é, podemos expressar n como 


n=04+H + +D+(24+2+0+D+c+(memem++m), 


onde temos aj 1's no primeiro parênteses, az 2's no segundo, a3 3's no terceiro 
e am m's no méle, Vista desta forma, cada partição de n irá contribuir com 
uma unidade para o coeficiente de x" nesta expansão. 

Para exemplificar o que acabamos de descrever suponhamos que, em ca- 
da uma das primeiras quatro séries, tenhamos tomado, respectivamente, as 
seguintes potências de x: x, xé, xº e x!2. Interpretamos estas potências como 


4 = dA 
XE = xt, 
x6 = 43 
x!2 E PR 


e, visto que x. xº .xé.x!2 = x38, temos a seguinte partição de 28: 


44+44+4+3+34242+2+1+1 +141. 
6 


Observe que o xº na segunda série representa três 2's e o xº na terceira 
representa dois 3's. Na realidade, as séries acima estão sendo vistas como: 


so 
1 

| li===0+" 1 pt) 

k=1 
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A função 1/(1 — x) “controla”, portanto, a presença dos 1's, 1/(1 — x2) a 
presença dos 2's, 1/(1 — x?) a presença dos 3's,..., 1/(1-x") a presença dos 
m's. Desta maneira a função geradora para as partições de n em que nenhuma, 
parte supera m é dada por: 


Il; 


k=1 


Listamos na tabela a seguir algumas funções geradoras. 


Função Geradora | Para a segiiência das partições ce 
n em partes que são: 
ss 
To + x2+1) ímpares distintas 
k=1 
H no ho ímpares 
— x2k+1 
je 11 — x) 
Il 1 
7] pares 
k=1 (=) 
co 
Io +29 pares distintos 
k=3 
a 3 
[o 4x8) cubos distintos 
k=1 
Ss 
1 
H T=08) cubos 
1 É 
E! > primos 
p primo 


Voltando à Tabela 9.1, pode-se observar que o número de partições de 5 em 
partes distintas é igual ao número de partições de 5 em partes ímpares, isto é, 


5, 41, 3+2, (partes distintas). 
5,3+1+1, 1+1+1+1+1, — (partes ímpares). 


Com o número 6 ocorre a mesma coisa, isto é, o número de partições em 
partes distintas é igual ao número de partições em partes ímpares. 


8, 5+1, 442, 3+2+1, (partes distintas). 
5+1,3+3, 3S++1+14, 141 +1414+1+1, (partes ímpares). 


170 CAPÍTULO 9. PARTIÇÕES 


Este fato, na realidade, ocorre para todo n, como provamos no teorema 
abaixo, devido a Euler. 
Teorema 9.5 O número de partições den em partes distintas é igual ao número 
de partições den em partes ímpares. 
Primeira demonstração: Vamos construir uma correspondência 1-1 entre estes 
dois tipos de partições. Consideremos uma partição de n em que todas as 
partes são ímpares. Temos, portanto, aj cópias de 1, a; cópias de 3, ..., 
azm+1 cópias de 2m + 1 (onde 2m + 1 é o maior ímpar que ocorre nesta 
partição). Logo n se escreve como 


n=1+ 4434043454 4540 + 
+Qm+ND + +(Qm+1) (9.1) 
=al+a3+as+ + amelm+ 1). 


Sabemos que cada um dos a;'s pode ser expresso de maneira única como 
soma de potências distintas de 2 (ver problema resolvido 9.2). Desta forma, 
temos: 


n 


n 


(upa pp 28) + (21 4282 4.4 280)3 

+ (DM 4224 + 2H +) (9.2) 
2 +28 pop 2% 43.21 43.260 443.28 4 
+Qm +) PH + (Im 41) 2 + + (Im + 1) 2. (9,3) 


É claro que todos estes números são distintos entre si, pois os «;'s são todos 
distintos, assim como os B;'s e os yi's. 

A partição de n em partes ímpares foi transformada em uma partição de n 
em partes distintas. Para provarmos que este procedimento estabelece à cor- 
respondência 1-1 que procuramos, devemos começar, agora, com uma partição 
de n em que todas as partes são distintas. Cada uma destas diferentes partes 
pode ser expressa como um produto de um número ímpar vezes uma potência 
de 2, isto é, n. pode ser escrito como uma expressão da forma (9.3). O próximo 
passo é colocar juntas todas as partes tendo fatores ímpares idênticos. Se 
colocarmos estes fatores em evidência, teremos uma expressão da forma (9.2). 
É claro que, somando-se as potências de 2, teremos uma expressão da forma 
(9.1), que nos fornece a partição de n em partes ímpares, tendo desta forma, 
a correspondência 1-1 que procurávamos. jm] 

Como um exemplo, vamos achar a partição de 96 que cstá associada, pela 
correspondência descrita, à seguinte partição em partes ímpares: 


14+14+1+14345+5+5+7 +10 4114+15+15+15 = 
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=4:1+1-:343.5+1.74+2-11+43.15 
=21+20.3+(2+29).5+2º.7 42]. 114(2)429).15 
=224+2º.342'.542º.5+2º.742].1142].15420.15 
=4+3+10+5+7+224+30+15 
=3+44+5+7+10+15+22+30. 

Esta última expressão é a partição de 96 em partes distintas. 


Segunda demonstração: Utilizamos, agora, funções geradoras. Sabemos que 
a função geradora para partições em partes distintas é dada por 


oq 
To +59 
k=1 
e que a função geradora para partições em partes ímpares é igual a: 
[ 1 
— x)" 
eso! x | 


Basta, portanto, provarmos que estas duas expressões são idênticas. Mas isto 
segue, uma vez que, 


Tt 4a) = T| (+00 =x) 
Hc +) H TI=0] 

= Tp = 

= Las 


= =) =*9(1==8)... 
G=90 530230 == -x5)(1 8). 
Ú 
= 00280-550 =... 


fd 
E — xt) 


Como já mencionamos, para os nossos propósitos neste capítulo, a variável 
x é apenas um símbolo e as questões de convergência não nos preocupam neste 
momento. [o] 
Apresentamos, a seguir, uma demonstração combinatória para um teorema. 
de Euler conhecido por “O Teorema dos Números Pentagonais de Euler”. Este 
resultado permite a obtenção de uma fórmula de recorrência para O cálculo 


11] 
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de p(n), fórmula esta usada por MacMahon, no princípio do século, para o 
cálculo de p(n), para n < 200. 
O Teorema de Euler, também conhecido por Fórmula de Euler é o seguinte: 


Teorema 9.6 (Fórmula de Euler) 


To —9=1+ Ftpd xt-0/3, (9.4) 


n=1 j=1 


Pelo fato dos números 1,5,12,22,...,)(3])— 1)/2 serem os números de pon- 
tos dentro do j-ésimo pentágono da Figura 9.1 é que este teorema ficou conhe- 
cido como Teorema dos Números Pentagonais . 


9076) 


Figura 9.1 


Daremos, agora, uma interpretação combinatória para o produto 
fo 
n+1 


para que possamos, então, fornecer a demonstração dada por Franklin para 
(9.4), a qual usa somente argumentos combinatórios. 
Legendre observou que (9.4) é equivalente à seguinte igualdade 


“f(-I) sen=j(s1)2 
qn) — qº(n) = ( 0 caso contrário 


onde q*(n) é o número de partições de n em um número par de partes distintas 
e qº(n) o número de partições de n em um número ímpar de partes distintas. 


Sabemos que 
[Io + 
n=1 
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é a função geradora para Partições em partes distintas. Isto nos diz, por cxem- 
plo, que o coeficiente de x? nesta expansão sendo igual a 4 existem exatamente 
4 partições de 6 em partes distintas, Le., 6, 5+1,44+2,34+2+41 


expansão de 
co 
To ==" 
n=1 


o coeficiente de xé é nulo. É fácil verificar isto pois na expansão de 


Io =" 
n=1 


o produto de um número par de potências distintas de x terá sempre sinal 
positivo enquanto que o produto de um número ímpar de potências de x terá 
sempre sinal negativo. Como as partições com um número par de partes 
distintas resultam do produto de um número par de potências distintas e, 
analogamente, as partições com um número ímpar de partes distintas resultam 
do produto de um número ímpar de potências distintas, o coeficiente de x" 
será igual a q*(n) = qº(n). No exemplo que tomamos, xº, temos duas partições 
com um número par de partes distintas 5 + 1 e 4+ 2 e duas em um número 
ímpar de partes distintas 6 e 14+2+3. Por isto o coeficiente de xº é zero na 


expansão de 
o 
10 =") 
n=1 


Com estas considerações fica claro que, como obscrvou Legendre, a fórmula 
de Euler nos diz que 


- Já na 


x “SIP sen=iB+N/2 
qm) = qm) = ( 0 caso contrário 


o que equivale dizer que os números qº(n) e qº(n) são iguais exceto quando n 
é da forma j(3j + 1)/2 caso em que q*(n) irá superar qº(n) por uma unidade, 
para j par, ou qº(n) irá superar q*(n) por uma unidade para j impar. 

Apresentamos, a seguir, uma demonstração puramente combinatorial para 
a fórmula de Euler. Esta é, como já mencionamos, a demonstração dada por 
Franklin em 1881, 

A idéia é a de construir uma correspondência 1 — 1 entre as partições de 
n em um número par de partes distintas e as partições de n em um número 
ímpar de partes distintas. 
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Utilizamos a representação gráfica para estas partições em que todas as 
partes são distintas. Nesta representação as partes estão em ordem decrescen- 
te. Vamos chamar de a a menor parte desta partição e de b, o número de 
pontos sobre a linha r mostrada na Figura 9.2. 


. . . 
a 
Figura 9,2 


Caso a < b, como na Figura 9.2, podemos remover os “a” pontos da menor 
parte e colocá-los ao lado dos primeiros “a” pontos da linha r, como mostra 
a Figura 9.3. . 


Figura 9.3 


Com esta mudança temos agora uma nova partição de n (observe que te- 
mos ainda diferentes partes e elas estão dispostas em ordem decrescente) com 
diferente paridade, isto é, se o total de partes era par, agora é ímpar, e se era 
ímpar, agora é par. Chamamos a atenção do leitor para o fato de que se o 
número “a” fosse igual a “b” a mudança acima ainda teria sido possível. 

Examinemos, agora, um caso em que a > b. Vejamos um exemplo gráfico 
como aquele mostrado na Figura 9.4. Num caso como este podemos tomar os 
“b” pontos da linha r e colocá-los abaixo dos “a” pontos obtendo uma nova 
partição com diferente paridade. Nesta nova partição continuamos com partes 
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distintas c colocadas em ordem decrescente como podemos ver na Figura 9.5. 


vc... » 
a 
Figura 9.4 


Figura 9.5 


É claro que quando uma das duas transformações descritas acima puder 
ser executada teremos uma correspondência 1-1 entre elementos enumerados 
por q(n) e q(n). 

Na realidade estas duas transformações não podem ser sempre executadas. 
Existem exatamente dois casos, ilustrados nas Figuras 9.6 e 9.7, em que a 
linha r passa através do último ponto da menor parte. Isto ocorre quando 
a=boua=b+1. 

É fácil ver que nas duas figuras acima não podemos executar nenhuma, das 
duas transformações descritas. Lembre-se que executada uma destas transfor- 
mações devemos ter “diferentes partes” e dispostas em “ordem decrescente”. 
Nas Figuras 9.6 e 9.7 temos 


—1 
n=a+la+)+a+z+ + tap id 19) = SEE, 


Logo, caso tenhamos uma situação semelhante à da Figura 9.7, isto é 
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a=b+] 


Figura 9.7 


a=b+] teremos, 


— b(b+T) 
7 
Neste caso se b, o número de partes, for par, teremos qn) — qº(n) = 1 
ese b for ímpar, teremos q*(n) — qº(n) = (—1). Isto é, teremos exatamente 
uma partição com um número par (ímpar) de partes excedendo aquelas com 
um número ímpar (par) de partes. 
No caso da Figura 9.6, sendo a = b, teremos 
= d(b-1) 
= 2 
e a mesma análise feita acima será válida, ou seja, gn) — qº(n) = (-1)º, 0 
que conclui a demonstração. [m] 


Teorema 9,7 Para todo inteiro positivo n temos 


plm=p(n-)+p(n-2)-p(n 5) pin —7)+ 
pin 12 +p(n—15)-p(ín—-22)-p(n—20)+--- 


en fo EM 
= nro (n da) ) 


9.4. PROBLEMAS RESOLVIDOS 177 


onde q soma se extende sobre todos os j para os quais o argumento da função 
pín) é não-negativo. 


Demonstração: Já vimos que, 


e que pela Fórmula de Euler (Teorema 9.4) 


o 


Ha =x9=1 + nd na xit8i-1/3, 


n=1 j=1 


Portanto, 


o os 
TED Pp SÓ D ) Soft = 


n=0 


isto é, 


os 
(T=x=x px px ox gl px py 4 > pin" = 


n=0 
E ptnet — Z jan — Sopemiemrs 5 otm) Jen+5 pos 
n=0 


00 


Lo trjx" — Emocno gta 2x +Eua- 5x +=] 


1=0 n=2 
Igualando-se o coeficiente de x" em ambos os lados da identidade acima temos, 


pliy-pin=-D>ptn>-D+p(n—5) +pln—7) 
>pin-1)-pinoI)+p(in—-22)+p(n—26)—---=0 


e isto conclui a demonstração. [a 


9.4 Problemas Resolvidos 


Problema 9.1 Provar que, para 1 <j <n, o número de partições de n. nas 
quais j aparece como parte é igual ao número de partições de n — Je 

Solução. Precisamos exibir uma aplicação 1-1 entre estas duas famílias des- 
critas. É claro que, se a cada partição de n —j acrescentarmos uma nova parte 
igual a j, teremos uma partição de n tendo j como parte. Obviamente, se em 
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uma partição de n, contendo j como parte, retirarmos j (uma parte igual a j), 
teremos uma partição de 1 — j, o que completa a demonstração. 


Problema 9.2 Provar que todo inteiro positivo pode ser expresso de maneira 
única como soma de potências distintas de 2. 


Solução. Pelos argumentos apresentados neste capítulo, é fácil ver que a função 
Oi DO 408) (px? (9.5) 


é a função geradora para as partições de n em partes que são potências dis- 
tintas de 2, Logo, o cocficiente de x" nesta expansão nos fornece o número de 
maneiras de se escrever n como soma de potências distintas de 2. Portanto, 
para provarmos o que foi pedido, basta mostrarmos que o coeficiente de x” 
em (9.5) é igual a 1, para todo n.. Mas sendo 


1 
=texaxrrdad +, 


será suficiente provarmos a igualdade seguinte: 


— = 00 BSM) 


Mas isto ocorre, uma vez que 


Co )0 +00 +90 +). = 
= 05304030 4490 4490 4419)... 
= 0590489003 4090 +42)... 
= 580 BOB + x$-.. 
= (ad dO a ft) 
=, 


o que conclui a demonstração. 

Problema 9,3 Provar que o númcro de partições de n em exatamente 2 partes 
é iguala [3], isto é, que qz(n) = [3]. 

Solução. Vamos calcular, primeiro, o número de partições de n em no máximo 
duas partes. Sabemos, pelo Corolário 9.2, que este número é igual ao número 
de partições de n em que nenhuma parte supera 2. Como a função geradora 
para partições em que as partes são menores do que ou iguais a 2 é dada por: 


a 
U=90=" 
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devemos calcular o coeficiente de x" nesta expansão, o qual nos dará o número 
de partições de n com partes menores do que ou iguais a 2. Mas como 


1 1 1 
02903" 2052 “0 (8.6) 


devemos achar o coeficiente de x" em cada uma das expressões do lado direito 
de (9.6). Como 


1 24] 


My qnd lana), 


o coeficiente de x” nesta expressão é igual a (n + 1)/2, e o coeficiente de x” 
em 


1 1 
e lexitxtexéro 
71-03 34 +xº 4x0 4x2 +...) 
éigual a 1/2, sen for par, e zero, caso contrário. Logo, o coeficiente de x" em 
1/(1-x)(1-x?) é igual à soma destes dois coeficientes, sendo, portanto, dado 
por: 


n+1 » 
E sem for ímpar, 
e 
n+1 01 n+2 
q tã =" sen for par. 


Mas se n for par, isto é, n = 2k, 


n+2 2X+2 n 
=D" =ame=l5|+ 
e, sen for ímpar, isto é, n=2k+1, 
n+i o X+1+1 0 X+2 n 
RO 


Com isto provamos que o número de partições de n cm partes menores do que 
ou iguais a 2, que é igual ao número de partições em no máximo duas partes, 
é igual a: 
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Como só existe uma partição de n tendo exatamente uma parte, concluímos 
que o número pedido é igual a [7]. 

Problema 9.4 Mostrar que o número de partições de n em partes distintas, 
nenhuma sendo múltipla de 3, é igual ao número de partições de n em partes 
da forma 6) — 1 ou 6) —5. 

Solução. É fácil ver que a função geradora para partições de n em partes 
distintas e não-divisíveis por 3 é dada por 


Done, (9.7) 


je 


e que a função geradora para as partições de n em partes da forma 6) — 1 ou 
6j — 5 é igual a 


HM TE (9.8) 


j=1 
Portanto, devemos mostrar a igualdade entre (9.7) c (9.8). Mas isto segue, 
pois 
S iz je E (e ai) = 2) =x 
Fadiga çõels, =TTÁ 
ol +82 Adir) l TS) 


oo q x) — xt) 
= Series 


id ac. RE ei 1 
=[[i-="901 + O O e) JO) 


Ta sims =D T] 1 
=[ [0-8 =x = JO) xx 


j=1 


1 
TSM) 


j=1 


o que conclui a demonstração. 


Problema 9.5 Encontrar a função geradora para o número de triângulos não- 
semelhantes de perímetro n e lados inteiros. 


Solução. Sejam a, b e c as medidas dos lados de um triângulo. Como estamos 
interessados em triângulos não-semelhantes podemos considerar 


a<b<e. (9.9) 
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Para evitar lados nulos tomamos 


a>1 


! (9.10) 
e, para que exista um triângulo de lados a, b e c, devemos ter 
a+b>ce. (9.11) 
É fácil observar que 
a+tb+e=3a+2(b-a)+c-b=3a+2ly+z=n, (9.12) 
ondey=b-aez=c—b. 
Agora, (9.9) é equivalente a 
yv>0 e z2>0, 
e (9.11) pode ser reescrita como 
a>z. (9.13) 


Sendo a, b, c, y e z inteiros, (9.13) e (9.10) podem ser substituídas por 


] 


z+x, 
à Ra 


Substituindo estes valores em (9.12) obtemos 


3x+2y+42=n, 
x21,420,720. 
Esta última equação nos permite escrever, facilmente, a função geradora pro- 
curada: 
pé pa o peer + Jsataxteo) = 
e do sa (914) 
1>22 1==*0 0530-531 >x3)' 


Problema 9.6 Obtcr uma fórmula explícita para a contagem do número de 
triângulos não-semelhantes de lados inteiros e perímetro n. 

Solução. No Corolário 9.2 vimos que o número de partições de n em no máximo 
X partes é igual ao número de partições de n em que nenhuma parte supera k. 
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Logo, para encontrarmos o número de partições de n, em no máximo 3 partes, 
precisamos encontrar o coeficiente de x” em 
1 


JD) (8.15) 


que é a função geradora para partições em que nenhuma parte supera 3, Como 


1 1 1 1 1 


n=>90>90=>0)" 60= “at==2 *70>) " 1=0) 


1 2] 3 1/3 mn 
asp S qU-9 = (0) Hx 


n=0 


o 
= Tn+29m+D n 
=5. E > (9.16) 
n=0 j 
11 1 2 1E/-2 
Ee PRATA PR pes (ES Trat 
au=p Talco DR O 
n=0 
co 
1 
= gd Lm, (917) 
4 
n=0 
1 1 2144148 
ds 285 1 
MD ql+ +x+xº+...), (9.18) 
1 u ER) 
e eli ea 9.19 
EU (2.19) 
concluímos que o coeficiente de x" em (9.15) é igual a: 
+ (n24+6n+5+7), paran par e divisível por 3; 
& (n24+6n45+3), param par e não-divisível por 3; (8.20) 
+ (n2+6n+5+4), paran ímpar e divisível por 3; l 
» (n2+6n.+5), para n ímpar e não-divisível por 3. 
Pode-se observar que a diferença entre cada um destes quatro números 
acima (todos são inteiros) e o número Ehieiia é menor do que M 2 e, portanto, 


o coeficiente de x* em (9.15) é o inteiro mais próximo de tn mist 


que denotamos 


2 
por (e) Logo (Er) é o número de partições ds n em no máximo 3 
partes. 
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A demonstração que apresentamos abaixo segue Andrews [4. Ele obser- 
vou que cada partição de n em exatamente 3 partes nos forncce um único 
triângulo do tipo que queremos e reciprocamente, exceto quando a soma das 
duas menores partes não superam a maior parte. Sendo a, be as três partes, 
Ixa<b<e, isto irá ocorrer para cada partição de j em duas partes aeb 
com 1 <j< 3, pois neste caso a +b+(n —j) será uma partição de n em 
3 partes com a +b <n —j e isto não nos permite a construção de nenhum 
triângulo. 

Devemos, pois, subtrair do número total de partições de n em exatamente 
3 partes o número de partições de j em duas partes, paraj = 1,2,3,..., [n/2]. 
Logo devemos calcular a soma qal2) + q2/3) +... + gal[n/2]) e subtrair do 
número total de partições de n em exatamente 3 partes. Lembre-se que q2(j) 
denota o número de partições de j em exatamente 2 partes. 

Vimos, acima, que o número de partições de n em no máximo 3 partes é 
(tr) Sabemos, pelo Exemplo 9.3, que o número de partições de n em no 


máximo 2 partes é [5] + 1. Logo a diferença 


(E) -(Gl+n) 


nos fornece o número total de partições de n em exatamente 3 partes. 
Pode-se ver, basta considerar os casos n par en ímpar e as equações (9.20), 
que a diferença acima é igual a 
2 
n 
= 9.21 
(5 1) (9:21) 


Precisamos, pois, subtrair deste número a soma q2(2)+q2(3)+-:-+qz(|n/2)). 
ds a n| |n+2 
Provamos, por indução, que esta soma é igual a G] A 


2 3 [n/2) n||n+2 
ai o: E =D |=|="||>— 9.22 
Gl+[5) ++ [22] - 1] (02) 
uma vez que q2[)) = |j/2] como foi mostrado no Problema 9.3. 
Para n par é fácil observar que 


El= [5H ta)= [5 2] = [5] 


e, portanto, a demonstração por indução segue imediatamente. 


isto é, 
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Paran ímpar consideramos os casos n = I(mod 4) en = 3(mod 4). Se 
n= I(mod 4) temos 
| [E Um + 1)/2] | 


Ee [28) (ese ee (e 
“IA gI= (1) +) = [EIS]. 
uma vez que para n = 1(mod 4) 
ps É [| = EI e EE E El. 
Paran = 3(mod 4) temos 
vo [E pe 682 
RR 
= (18)+ 0 [55] = [EI |PR]. 


uma vez que 
[S x [2] ais EE] 


n+2] |n+3 [5|+1= n+1 
4) Va )ºlz E 
Subtraindo do número total de partições de n em exatamente 3 partes, 
dado em (9.21), o número de partições de n em 3 partes que não nos permite 


a construção de triângulos, dado em (9.22), obtemos, finalmente, que o total 
de triângulos não-semelhantes de perímetro n c lados inteiros é igual a 


(5 [EE]. 


9.5 Problemas Propostos 


1. Encontrar a função geradora ordinária para cada uma das segiiências abai- 
xo: 
(3) (1,1,1,0,0,0,...); 


(b) (1,0,0,2,3,0,0,0,...); 
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(0M,113,1,1..); (d) (0,0,1,1,1,...); 
(e) (0, 1,0,1,0,1,...); (8) (0, 4,0, 4,0,4,...); 


gia» quali 


marar god 
k 
(1 (o) = (4): 


2. Encontrar a segiiência gerada por cada função geradora ordinária dada 
abaixo; 


(a) (x + 1); (b) x + ex; 
(c) x(1-307], (DI1+0 — x], 
(e) ex px + x? (E) x2e*; 


3. Quantas soluções possui a equação xy +x2 +x3 +: +xn = 7, se cada 
variável é igual a O ou 1? 


4. Encontrar as funções geradoras ordinárias que permitem o cálculo do 
número de manciras de se distribuir 11 laranjas c 6 peras para 3 crianças 
de mado que cada criança receba pelo menos 3 laranjas e no máximo 2 peras, 


5. Encontrar a função geradora ordinária que permita a obtenção de resposta 
à seguinte pergunta: de quantas maneiras podemos distribuir 300 cadeiras 
idênticas em 4 salas de modo que o número de cadeiras em cada sala seja 20 
ou 40 ou 60 ou 80 ou 100? 


6. Encontrar a função geradora ordinária para o número de partições de n em 
que todas as partes são ímpares e nenhuma supera 7. 


7. Dar uma interpretação, em termos de partições, para: 
(a) O coeficiente de x!2 na expansão de 


rat pat po re BO xt 8 4 x!2) 
xt ra IO + x), 


(b) O coeficiente de x!º na expansão de 
ad rato pal 4x8 xx?) 


8. Calcular os coeficientes dos itens (a) e (b) do exercício anterior. 


9. Escrever à função geradora que pode ser usada para se encontrar: 
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(a) O número de partições de 34 com partes restritas a 6, 8, 10 e 20. 
(b) O número de partições de 13 com partes maiores do que 3. 
(c) O número de partições de 11 em partes ímpares distintas. 


10. Mostrar que para todo m par > 6 o número de partições de n em partes 
ímpares é maior que o número de partições de n em partes pares. 


Apêndice A 


Os Princípios da Boa Ordem e da 
Indução Finita. 


Estes princípios, já enunciados no primeiro capítulo, são os seguintes: 


Ao: Princípio da Boa Ordem (PBO) Todo conjunto não-vazio de inteiros posi- 


tivos contém um elemento mínimo. 
Ay: Primeira forma do Princípio de Indução Finita Seja B um subconjunto dos 
inteiros positivos. Se B possui as duas seguintes propriedades 

()1€eB 

(ii) k+1 E B sempre quek EB 
então B contém todos os inteiros positivos. 
As: Segunda forma do Princípio de Indução Finita Seja B um subconjunto dos 
inteiros positivos. Se B possui as duas seguintes propriedades 

()1€eB 

(ii) Kk+1€ B sempre que 1,2,...,K EB 


então B contém todos os inteiros positivos. 

Devemos mostrar que Ag > Ar,Ã; => Az c À > Ag. Como no capítulo 
1 já mostramos a implicação Ag => Ar, mostraremos aqui apcnas as outras 
duas. 


Teorema A.1. Ar=> Az 
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esta série diverge. Para ver isto basta lembrar a divergência da série harmônica 
e considerar que 


DESA PÇ 
TEnQT QANQ QU+AM' 


o que conclui a demonstração. 

A segunda prova que apresentamos, dada por P. Schorn , segue a idéia de 
que, para mostrarmos que existem infinitos primos, é suficiente exibir uma 
sequência infinita de inteiros positivos que sejam relativamente primos. 

Observamos que se 1 <i<j;<n então ((n)i+iin)j+D)=1. 

Na realidade escrevendo j =i+d, então | <d<ne 


(nTn A+ D = (mi+HI (na =1 


pois todo primo dividindo (n!)d é no máximo igual a n. 

Logo, se o número de primos fosse igual a m, tomando n = m+1,a 
observação acima implica que os m +1 inteiros fm +M)li +] (1 <i<m+?) 
seriam primos entre si, i.e., existiriam pelo menos m + 1 primos distintos, o 
que contraria nossa hipótese. 


Apêndice C 


O Postulado de Bertrand 


Na demonstração do Postulado de Bertrand faremos uso de três resultados 
elementares que apresentamos no Lema abaixo. 


LemaC. Puran > 1 temos 


(1) Seja r(p) satisfazendo p'(P) < 2n < p't?)+), então 
im rp), 
(OA rm 
2 
n 


p<2n 
(ii) Sen>2ZeZWmn/3<p<n, então vI( 5. 


(ii) pen P < 4". 


lp) 
Demonstração: (i) O expoente de p em n! sendo igual a > In/p'] (ver Teo- 
j=1 


mm. 
rema 4.9) nos diz que o expoente de p em ae dado por 


rtp) - rtp) 
Detlwp-2bwypiD<> 1=r(p). 
j=1 j=1 

Esta última desigualdade se verifica pois, pelo teorema 4.8(7), 2x) — 2x) 
é iguala O ou 1. Para concluir a demonstração basta tomar O produto sobre 
os primos p < 2n. 
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(ii) Se p satisfaz 2n/3 <p <n então p ocorre uma vez na fatoração de n! 
2 
e duas vezes na fatoração de (2n]!, pois 3p > 2n. Logo, como p > 2,p/ ( O 


(iii) Isto será provado por indução. 
Seja P(n) a proposição a ser provada. E fácil ver que P(n) é verdadeira 
paran=]1,2e3. Para m > 1 temos que P(2m — 1) implica P(2m) pois 


e= IL p<sm<e 
p<2m p<2m-] 
Desta forma, podemos supor n = 2m +1 com m > 2. Como todo primo p no 
. âm+1 : 
intervalo [m + 2,2m + 1) é um fator de ( ). teremos (assumindo que 
m 


P(m+1) se verifica): 


Ds) Moser 


p<im+t pom+ 

Mas 

2m+] 1 

( ) eloa nimtm am 
m 2 
o /2m +] . Ê Pa 

pois o corresponde aos dois termos centrais da expansão binomial de 
+ nro, 


Logo, por (C.1) vemos que P(m + 1) implica P(2m + 1), o que completa a 
prova por indução. 


O Postulado de Bertrand Para cada inteiro positivo n existe um primo p sa- 
tisfazendon <p <2n. 


Demonstração: Claramente o resultado é verdadeiro para n < 3. Nós vamos 
assumir que o resultado seja falso para algum n > 3 e obter uma contradição. 


í 2n 
Temos do Lema Cfii) que para este n todos os fatores primos p de e] 


2m 
satisfazem p < 2n/3. Seja s(p) a maior potência de p a qual divide a ). 
Logo pelo Lema C.1.(i) temos que 
p'Pi<2n. (C.2) 


Portanto se s(p) > 1 então p < v2m e segue que no máximo |V2n.] primos 


2n . 
ocorrem em ( com expoente maior do que 1. 
mn 
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Usando (C.2) e nossa suposição obtemos 


(2) <emyba TT 


p<2n/3 
M 4 az mw 20» art 
Tas uma vez que o ma ã 
%m+] q)! q n)é aior termo na expansão 
binomial de (1 + 1)2”, a qual possui 2n + 1 termos. 
Desta forma, usando o Lema C.1.(jii) e estas duas desigualdades obtemos 


« (Qm)lvT H p< Bona, 
p<2m/3 


2n+1 
Sendo 2n + 1 < (2n)2?, podemos cancelar 42"/3 do 1º e 3º membros da ex- 
pressão acima para obtermos 
43 2 (2n)2+v2n, 


Disto temos 


nin4 


3 <(2+vIn)n2n. 


Claramente isto é falso para n grande. De fato sen = 750 temos (1.3 < In4 e 
In 1500 < 7.5) 


750 x 1.3 
335= 2 < (2+ v1500) In(1500) < 41 x 7.5 « 308. 


3 
Portanto o resultado é verdadeiro para n > 750 e, por inspeção, ele também 
se verifica para n < 750, como pode ser visto pela seqiiência 2, 3, 5, 7, 13, 23, 
43, 83, 163, 317, 631, 751 de primos na qual cada um é menor do que duas 
vezes O seu predecessor. 
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